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ERRATA.

A la page 101, ligne 15 (au milieu de la page), au lieu de :

« et par conséquent on obtiendrait les conditions cherchées en annulant séparément les
coefficients de c et de c?, ce qui fournirait... »
Lire:

« Oron sait & priori, d’'une part par la théorie de I'élimination, que I'équation résultante
ainsi obtenue serait du quatriéme degré par rapport a c, et d’autre part, par la forme de
I'expression (8), que cette équation ne contiendrait pas les puissances impaires de ¢, puis-
que R doit recevoir la méme valeur pour deux directions opposées. Il s'ensuit donc que
I'on obtiendrait les conditions cherchées, en annulant séparément les coefficients de ¢®
et de ¢4, ce qui fournirait,... »

A la page 112, dans U'expression de U, (110), ligne 2, au lieu de :
P\/ P\
6L
SANTOS AL
+ato (B2,

A la page 113, vers le milieu, dans Uexpression de A, (111), au lieu de :
- — )|,
e — 819,

A la page 124, (au bas), fawre précéder les trois équations de condition de la
not. (127bis),

corriger :

corriger :

A la page 125, (au bas), dans le second membre de la derniére équation, au lieu de :

)
)

A la page 128, vers le bas, ligne 4 des équations (134), au lieu de :
: (@b — w)g .
(@bl — )

A la page 137, 1re ligne, insérer un astérisque : ...emprunté aux Vorlesungen de
Jacobi (*)...

Et en note :

(*) Voir les Vorlesungen itber Dynamik de Jacosi, 26 legon, p. 199.

corriger :

corriger :

LD



MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DE LA COURBURE DES SURFACES

Dans la plupart des ouvrages qui traitent de I'analyse infinité-
simale, la théorie de la courbure des surfaces se trouve exposée
‘d’aprés Monge, en supposant 'équation de la surface préalable-
ment résolue par rapport & I'une des trois variables; en d’autres
termes, les formules qui y sont établies sont toutes exprimées a
P’aide des dérivées partielles p, g, r, s, &

Cette fagon de procéder présente, & notre avis, deux inconvé-
nients graves : d’abord elle détruit la symétrie entre les trois
variables, ce qui est un désavantage sérieux dans une foule de
questions, notamment de mécanique, ou de physique mathéma-
tique, o la symétrie est le seul fil conducteur qui permette de se
retrouver au milieu de la complication des calculs; en second
lieu I'application de ces formules exige, ou bien que I'on ait
d’abord résolu I’équation de la surface par rapport 4 I'une des
variables pour ensuite en calculer directement les dérivées par-
tielles par rapport aux deux autres, ou bien, si la précédente
opération est impossible, que I'on calcule la valeur de ces déri-
vées & I'aide du théoréme des fonctions implicites, et I'on se trouve
alors conduit & des substitutions fastidieuses et généralement
assez pénibles, précisément & cause du défaut total de symétrie.

Ayant éprouvé moi-méme dans plusieurs recherches le besoin

i
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de formules relatives & la courbure des surfaces, ot la symétrie
compléte entre les trois variables fiit conservée, je pense faire
quelque chose d'utile en établissant 4 nouveau dans ce travail
les formules relatives & cette théorie de maniére & satisfaire 4 la
condition que je viens de dire, et dont I'importance ne sera pas
contestée par quiconque est obligé d’employer fréquemment
I'instrument analytique.

Cette étude dailleurs, tout en poursuivant son but immédiat
que je viens de définir, fournirait elle-méme, s'il en était besoin,
une nouvelle démonstration de I'avantage considérable qu’il y a
A conserver la symétrie partout ou elle existe d priori par la
nature méme de la question; car bien que les calculs que nous
allons effectuer présentent un beaucoup plus grand nombre de
termes que dans la théorie classique, et paraissent souvent i
premiére vue trés difficiles & mener & bonne fin, on sera surpris

de la facilité avec laquelle la symétrie permettra de les achever,
pour conduire en définitive & des formules, sinon aussi simples, .

du moins plus faciles & retenir et beaucoup plus élégantes que
celles qui sont généralement en usage.

Mais pour simplifier autant que possible I'écriture de ces for-
mules, et débarrasser ainsi nos calculs de toute complication ma-
térielle qui ne résulte pas de la difficulté méme de la question,
nous demanderons la permission d’apporter, dans le courant de
ees quelques pages, aux notations différentielles en usage une
modification qui simplifiera considérablement les écritures, sans
nuire en aucune fagon 4 la clarté et  la précision des signes; et
cela en raison du caractére analytique spécial des formules que
nous aurons & considérer dans cette étude, lesquelles présentent
toutes la forme de polynémes entiers, formés avec les dérivées
partielles soit de la fonction ¢ (x, y, z), premier membre de
I’équation de la surface, soit d’autres fonctions qui en dépendent
d’une fagon trés simple. Si, de plus, nous énongons ce fait que les
variables indépendantes x, y, z ne figureront jamais explicitement
dans ces formules, on voit que nous n’introduirons aucune ambi-
guité , en convenant de supprimer haut et bas dans les notations
des dérivées partielles la caractéristique d, en laissant subsister

A
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toutefois les exposants dont elle estaffectée, en sorte que pour nous,

T S A R A )

dp dy dy dp dy dy dy dly Ay dy

dx’ dy’ dz da* dy'’ d7* dydz  dzdx dedy’ dz*’"

tandis que nous aurons soin de dénoter par

(?) (f.) (?) I
x Y zl yz za zy’
“les carrés ou produits

@ @ G % i es
dx/ \dz/’ \dz)’ dydz’ dzdx dzdy’
De plus, nous emploierons fréquemment la notation des para-

métres différentielsbdes 1° et 24 ordre, introduite en analyse par
Lamé (*), et nous conviendrons de poser avec lui, quel que soit ¢,

o=V (g G (&

(le radical étant toujours supposé pris positivement) et

d’? s S
dy N

Ag?
c’est-a-dire, avec nos notations,
' : s 3 N 1 (] t
o=\ () [+ () se=baa
x Y z 2 y =z

symboles qui, en raison de leur retour fréquent dans nos calculs,
nous seront de la plus grande utilité.

(*) Voir Legons sur les coordonnées curvilignes, § II1, pages B et 6.




— & —
Ces conventions admises -une fois pour toutes, nous aborde-
rons cette étude en établissant & nouveau I'expression du rayon

de courbure d’une section nor male d’oi nous déduirons toute la
suite de notre théorie.

I. — RAYON DE COURBURE D'UNE SECTION NORMALE.

On établit souvent la formule relative a cet objet, de maniére -
a donner simplement la grandeur du rayon de courbure, sans se
préoccuper de la direction de ce rayon, c’est-a-dire sans spécifier
suivant lequel des deux sens de la normale il doit étre porté, &
partir du point considéré (*).

Nous déterminerons & la fois la grandeur et la direction du
rayon, en procédant de la facon suivante.

Considérons d’abord une courbe quelconque, tracée sur la
surface. — L’une de ses équations sera I'équation méme de la
surface :

¢(x,y,2) =0,

laquelle, étant différentiée deux fois en laissant arbitraire la
variable indépendante, donnera successivement suivant nos no-
tations :

i:da:: + !dy +Zdz’=0,

x y z

et ‘
2 ] ]

LIp T (”—,dz +Ldy + L de)d

x x xy xz

© . . {+ dy+ (-f-dx+?—:'dy + idz)dy
y Yz y Yz

2 ;] 2
+ ¥y . (?—dz-l—_i-dy +?—,dz)dz=0.
z 2% zy z

(*) Cette lacune regrettable semble exister notamment dans I'ouvrage classique de
Duhamel, intitulé Eléments de calcul infinitésimal, si excellent d'ailleurs & beaucoup
d'égards ; car il n'indique pas clairement comment I'on reconnaitra suivant lequel des
deux sens de la normale le rayon de courbure devra étre porté. — (Voir t. II, nos 246-241,
pp. 333 4 337.)
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Si maintenant nous adoptons pour variable indépendante I'arc
de la courbe compté & partir d’un point quelconque, il neus suf-
fira de diviser tous les termes de 1'équation précédente par ds?,
pour obtenir une équation en termes finis correspondante, qui
sera en ordonnant :

(e g dy s S (d_)* () o ()
;ds'+yds’+zds’+a? as) T p\as) T 7 \ue

¢ ¢ dy dz ¢ ¢ dz dx ?,da:ﬂ/
y z ds ds 22z sds+2xydsds 0.

Or, si I'on se reporte & la théorie connue des courbes dans
l’espace, on voit que dans eette équation les dérivées premiéres
g‘—”, dy, »  De sont autre chose que les cosinus a, b, ¢ des angles
formés par les axes coordonnés avec la tangente au point (x, y, 2),
et les dérivées secondes 77 Pz :'—.1-’, :—‘: sont de méme ce que I'on
pourrait appeler les pro;ecuons de la courbure sur les trois axes

coordonnés, c’est-a-dire que I'on a, en grandeur et en signe,

d'x 1‘ CO0S ) d’y 1 (V1] d'z == ! coSs
T RO TR e O

(*) Le moyen le plus rapide de retrouver ces formules, au cas ol on les aurait oubliées,
consiste & partir des principes fondamentaux et bien connus de la cinéinatique, en sup-
posant les coordonnées d’'un point quelconque de la courbe exprimées en fonction de Ia
variable auxiliaire s, ce qui revient & écrire les équations de la courbe sous la forme

T=¢ls), y=+¢@6), z=v),

et supposant ensuite cette courbe parcourue par un mobile animé du mouvement um-
forme s =1,

On voit de suite que les composautes de I'accélération suivant les axes seront exprimées
en grandeur et en signe par

d* dar a
Y myrig= ""’” ="

d'z d*z
—_— (3) =—
de* ds*  de aes ds*

Or, le mouvement étant uniforme, 1'accélération se réduit 4 sa composante normale & w’
ou slmplemem & dans le cas actuel, puisque 1'on suppose v = ‘-' = 4. De plus, l'accé‘léra-
tion centripéte étant toujours dirigée, comme son nom l'mdlque, vers le centre de cour-
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en désignant par R la grandeur du rayon de courbure, et par

A, p, v, les angles que forme sa direction avec les axes coor-
donnés.

En substituant donc ces valeurs, I'’équation précédente pourra
s’écrire : :

1
7 (%cqs Y +-§cosy. +£cosu)
2 2 2
+ a'%, + b':;;, + c’%+ﬂbc§1+ Qca%l + 2ab£1=0,

ou sous une forme plus abrégée

1
) . . —-E(i-cosx +§cosy+-:-cosv)=l“(a,b,c),

en convenant de poser dorénavant

2 2 2 2 2 2
(2) F(a,b,c)= a’z-’ + b’z-* + c’?;, + 2bc = 4 2ca - 4+ 206 2.
x Y z yz zx zy
Prenons maintenant, pour cette courbe demeurée jusqu’ici
totalement arbritraire, précisément la section normale que nous
avons en vue. — La tangente spécifiée par les trois cosinus a, b, ¢
ne sera autre chose que la trace de cette section normale sur le
plan tangent au point considéré. De plus, les trois cosinus cos 2,
cos p, cos ¥ seront déterminés au signe prés, car il n’y aura a
hésiter qu’entre les deux directions de la normale au méme point,
c’est-a-dire entre les deux systémes de valeurs : ~

4+ +1 + 1
x
3 . . ecosa= »  COSp@ =Y csy=—-=s

1P P 1P

bure, c'est-i-dire précisément suivant la direction du rayon de courbure de la trajec-
toire, les mémes composantes de l'accélération se trouvent exprimées, en grandeur et en
signe, par
’ t ! '

~ €0S —COSK, —COSV.
R R R

En égalant respectivement ces expressions aux trois précédentes, on obtient précisé-
ment la formule que nous voulions rappeler.




et
_f ! _f
X y z
(4) . . ecosA=—— cospu=—=3 COSYy=—-
) e Y B

-

Ces deux systémes de valeurs correspondant chacun 3 un sens
parfaitement déterminé de la normale en chaque point, nous
nous en servirons pour caractériser le sens de la normale auquel
ils se rapportent, et nous conviendrons de désigner par I'expres-
sion abrégée de sens positif de la normale celui auquel convien-
nent les valeurs (3), et par celle de sens négatif, le sens auquel
se rapportent les valeurs (4).

Cela posé, la substitution de ces valeurs dans I'équation précé-
dente (1) donnera, suivant que I'on adoptera I'un ou I'autre
systéme, . :
F %=F(a) b, c),
et A, étant ainsi que R jusqu'ici supposé essentiellement positif,
on voit qu’il faudra dans chaque cas, pour réaliser la con-
cordance des signes, s’arranger pour obtenir dans le premier
membre précisément le signe du polynome F (a, b,¢), qui forme
le second membre.

Or, pour obtenir ce résultat, on voit qu'a cause du signe —
qui précéde le premier membre de I'équation (1), il sera néces-
saire d’adopter pour cos A, cos g, cosy, les valeurs (&) si F(a,b,¢)
est positif, et, au contraire les valeurs @), si F (a, b, c) est néga-
tif. — La direction du rayon de courbure sera donc forcément
le sens négatif de la normale dans le premier cas, et le sens po-
sitif de la normale dans le second.— Le signe de I’expression (2)
suffira "ainsi dans tous les cas pour déterminer la direction du
rayon de courbure.

Afin de n’avoir pas & tenir compte du double signe qui figure
dans I’équation précédente, et en vue de simplifier I'énoncé des
résultats auxquels nous parviendrons dans la suite, nous con-
viendrons dorénavant, comme on le fait généralement, de donner
un signe aux rayons de courbure, c’est-d-dire de considérer désor-
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mais R comme représentant, non plus la grandeur absolue du
rayon, mais la grandeur de ce rayon prise avec le signe + ou le
signe —, selon le sens de la normale suivant lequel il est dirigé.

Si nous convenons, par exemple, de considérer R comme
positif, lorsque le rayon est dirigé dans le sens négatif de la nor-
male, et inversement, il résulte immédiatement de la discussion
qui précéde, que nous aurons dans tous les cas, en grandeur el
en signe,

A
3 . . ... T‘"=F(a,b,c),

car les deux membres de cette équation se trouveront, dans les
mémes circonstances, ou tous deux positifs, ou tous deux né-
gatifs.

La grandeur et la direction du rayon de courbure se trouve-
ront ainsi déterminés & la fois, & I'aide des conventions qui pré-
cédent, par la seule formule (5), laquelle étant résolue par rap-
port a R, donne :

i —A'?
" F(a, b, ¢) ’

L
ou ce qui est la méme chose, d'aprés I'équation (2),
-

 VIE-E

2 t] 2 2
a’?—’-i-b'f-,—v- c’%+ obe © + 2cat 4 2ab
x y z yz zx x

6 R=

Nous allons chercher maintenant a4 étudier a 'aide de cette
formule la loi de variation de la grandeur et de la direction du
rayon de courbure, lorsque le plan de la section tourne autour
de la normale.



II. — RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX ET SECTIONS PRINCIPALES.

La formule que nous venons d’établir pour le rayon de cour-
bure d’une section normale faisant connaitre comment la gran-
deur de ce rayon varie avec l'orientation de cette section, la
recherche des plus grandes ou des plus petites valeurs de ce
rayon, ainsi que des directions auxquelles elles correspondent,
constitue évidemment un des problémes les plus importants de
la théorie de la courbure des surfaces.

On étudie le plus souvent la loi de cette variation et les ques-
tions qui s’y rattachent, a I'aide de considérations géométriques
fort ingénieuses, introduites dans la science par Charles Dupin
et que- nous déduirons aussi de notre formule fondamentale (6)
dans le paragraphe suivant.

Mais tout d’abord, nous préférons rester sur le terrain pure-
ment analytique, et nous croyons suivre une voie plus logique et
_plus naturelle, en déduisant toute cette recherche de la notion
méme du maximum et du minimum, et appliquant immédiate-
ment & la formule qui donne I'expression du rayon de courbure
les méthodes générales exposées pour cet objet en analyse. Nous
retrouverons ainsi par un chemin plus direct, quoique assuré-
ment moins rapide, tous les résultats essentiels de la théorie, et
nous n’aurons, pour ainsi dire, qu’a les rappeler, lorsque dans le
paragraphe suivant nous viendrons & parler de I'Indicatrice.

Adoptant donc comme point de départ cette formule (6), ou
mieux encore la formule (8), et remarquant que la quantité A,
est constante en chaque point, la recherche des rayons de cour-
bure maximum ou minimum se réduira pour nous 4 la recherche
du maximum ou du minimum de la fonction F (a, b, ¢), définie
par I'équation (2), les trois variables a, b, ¢ étant assujetties a
vérifier les deux équations

aleb?s c£=0.

@. ... .. T oy

a4 =1
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Pour cela la méthode générale conduit a différentier ces deux
équations ainsi que 'équation (5), ce qu1 nous donnera les trois
suivantes :

Eda+-[-“db+ E-dc=0,
a b c

Yda+ P de+ 19-d¢:=0,
x y z

ada + bdb 4 ¢dc = 0,

et & éliminer ensuite entre ces trois derniéres équations les trois
différentielles da, db, dc. Or, cette élimination se fera immeédiate-
ment en égalant leur déterminant A zéro, c’est-3-dire en écrivant
I'équation

F
a(z__zf),,,,(zE_z_'f)H(zE_zE):o,
yec zb zZa zxe¢ zb ya

laquelle, étant jointe aux deux équations (7), déterminera les
systémes des valeurs de a, b, ¢, auxquelles correspondent les
maximum ou minimum de R, et, ces valeurs étant connues,
I'équation (B) ou (6) fournira ensuite la valeur de ces maximum
ou minimum. ‘

Le but cherché serait done atteint, si I'on pouvait résoudre le
systéme formé par les denx équations (7) et I'équation que nous
venons d’écrire. Or, parmi ces trois équations, deux étant du
second degré, la chose parait impossible au premier abord, car,
en pareil cas, I'élimination de deux des inconnues conduit en
général pour la troisiéme & une équation de degré supérieur que
I'on ne peut résoudre. Mais en y regardant de plus prés, on voit
qu'ici cette résolution est possible, parce que sur ces trois équa-
tions deux sont homogénes, dont I'une linéaire, ce qui détermine
le rapport des inconnues a I'aide d'une équation du second degré
seulement; et ce rapport une fois connu, la troisiéme, c’est-a-dire
la seconde équation (7), détermine leurs valeurs sans aucune
difficulté.

Toutefois nous ne suivrons pas cette méthode qui nous con-
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duirait & des formules dénuées de symétrie et compliquées de
radicaux, et au lieu de chercher ainsi & déterminer d’abord a, b, ¢
pour en conclure la valeur de R, nous adopterons uné marche
inverse consistant 4 déterminer d’abord directement les valeurs
des rayons de courbure maximum ou minimum et & en déduire
ensuite la direction des sections correspondantes.

Nous y arriverons facilement a I'aide de I'artifice suivant.

Considérant pour un instant dans I'équation immédiatement
précédente les dérivées%7 ’ ;; ga comme des coefficients, nous
assimilerons cette équation & une équation linéaire homogéne
en a, b, ¢, et la joignant & la premiére des équations (7), nous
les mettrons toutes deux sous la forme de rapports égaux, par le
procédé connu, ainsi qu'il suit:

Cr(ff_ ) a(eF e F)
z\za xc¢/ ylye =zb

Nous écrirons ensuite ces rapports d’'une facon plus simple,
en ajoutant et retranchant au dénominateur de chacun, respecti-
t les termes (£)' % (’)’E: (f)'f, et posant, pour abréger
vement le ;) a \y/ b \s/ ¢ P P 8
I'écriture,

®. . .. . ‘oebg=1-sIo o

Puis nous multiplierons chaque rapport haut et bas respecti-
vement par a, b, c, et ayant alors égard aux équations (7) et (3),
ainsi qu'a I'identité '

F F

F
@ . . . . a;+bb+.c;-=2F(a,b,c),

qui résulte de I'homogénéité de la fonction F (a, b, ¢) définie par
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Péquation (2), nous obtiendrons ainsi la suite de rapports égaux
a b c

F ? F F
! ni(a,b, ) Aly (e be)— g Aty Tneb,e)—— Aty

a*+b' 4+ ¢ ]

F _F F Al
(a£+.b§+ci)l‘l(a,b,c)—-(a;+b-5+cz) fo — T‘?

d’od, en comparant simplement les trois premiers rapports au
dernier et chassant les dénominateurs, nous obtiendrons défini-
tivement les trois équations linéaires et homogeénes :

! ‘? ' I [ A:?
I n(a,b,c)—- Alp = — 2a =%,
z (a, b,¢) a N 2a R

ki __E s g 2?
9 . . .. yn(a,b,c) bA,?— lbf,

? I ip
- n(a,b,c)— - Ao = — ,
2 (a, b,c) " Al 2c R

lesquelles se réduisent en réalité & une seule distincte des équa-
tions (7), comme il est nécessaire pour qu’elles soient compati-
bles; car, si on les ajoute successivement multipliées, d’abord par
a, b, ¢, puis par 2’ L 5’ on obtient deux identités en vertu des
équations (3), (7), (8), et de la formule (8"*) qui exprime I'ho-
mogéndéité de la fonction F(a, b, ¢).

Les équations qui précédent, jointes & la premiére des équa-
tions (7), détermineront donc trés simplement les rapports des
trois inconnues a, b, ¢, et conjointement avec la seconde équation
(7) leurs valeurs, lorsque I'on connaitra la valeur correspon-
dante de R. Tout revient donc & former une équation qui admette
pour racines les rayons de courbure maximum ou minimum.

Pour cela il n’y a évidlemment qu’a éliminer les trois cosi-
nus a, b, ¢ entre les trois équations (9) qui se réduisent & deux,
comme nous I'avons fait remarger, et les deux équations (7). Or,
les trois équations (9) étant linéaires et homogénes, 1'élimination
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de a, b, ¢ se fera immédiatement entre elles trois seulement, en
égalant leur déterminant & zéro; car on ne fait ainsi qu’écrire la
condition nécessaire pour qu'elles soient compatibles, condition
qui est bien vérifiée, ainsi que nous I'avons fait observer tout &
I'heure.

Pour former ce déterminant il faut commencer par ordonner
ces équations par rapport aux inconnues a, b, ¢, de maniére a
mettre en évidence leurs coefficients, ce qui se fera en ordonnant
de la méme fagon la fonction II (g, b, c) définie par I'équation (8),

laquelle, étant développée, donnera successivement, en vertu
de (2),

2 ;] 2
n(a,b,c) =2 (al’+b%y + c;%;

y\ z Y yz

2 2 2

+ 2 (al +bE + cl,)
z\ zx yz z

: ] ]
_aa(?’ (X ??)+2b(??+??+_ff_)
zx' yxy zzx Txy Yy o zyz

+2¢(9?+_?_? M)
2% Yyyz 2%

2 ’ 2
=aﬁf bA__+cﬂ
z y z

=2Am( A'?-!-b +cﬁf),
. x y z

et il n'y aura plus qu'a substituer cette expressnon dans les trois
équations (9), et & rapprocher les termes semblables.
La premiére de ces équations ainsi traitée devient :

Ay Qi) ¢ ¢ Aly
2A.¢( +b y ;’)—:’(a;,+b5+cz—x :?E_%T, :
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ou en divisant tout par 2A}¢ et ordonnant,

A 2 A : A 2
P ApL BT AP I AT
a.‘L‘ x Z+by Yy xy_._'z z a:z__t_z_.
q 0 v 0 =
4P 1§ A|? R

On apergoit dés lors une simplification remarquable dont la
forme de ces équations est susceptible, car les trois coefficients
du premier membre ne sont autre chose que les trois dérivées
du cosinus de I'angle de I'une des normales avec I'axe des .
La symétrie permet donc d’écrire immédiatement le résultat de
la substitution dans les deux autres équations.

Il suit de la que si I'on désigne par A, p, v les trois cosinus
directeurs de la normale (prise dans son sens positif), c’est-a-dire
les trois quantités :

PINl-e
-80

k3 t

x y
10). . . . d=—y p=-1, y=
(10) A Ay !

liées entre elle par la relation,
(1), . . . . . et =,

ces trois équations (9) prendront la forme extrémement remar-
quable :

a—+bl+c)—a

y 'z R

B e “_b

(12) . - a5+by+cz—nr

Cela fait, nous obtiendrons trés simplement le déterminant de
- ce systéme, en le comparant au déterminant du systéme trés
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voisin, obtenu en effacant les trois seconds membres, ¢’est-a-dire
le suivant :

2 2 Y
-+ b—-+c—=0,
z

z Y
13 . . . . . aﬁ+bﬁ+c‘-‘-=0,
x y z

14 v 4
a—-+b-—+c¢-=0,
z z

~

car, si I'on désigne par A le déterminant de ce dernier systéme
d’aprés les régles connues du calcul des déterminants, on trou-
vera facilement, pour celui que nous cherchons, I’expression

_____ g m e e e - —
yz zy zx xZz XY YX

+i()+p.+v) 1
R\z y 2z R

laquelle, étant égalée & zéro, nous fournira précisément I'équa-
tion que nous nous proposons d’obtenir.

Or, dans cette expression le déterminant A est évidemment
nul, car le systéme des trois équations (13), auquel il appartient,
se réduit bien & deux équations seulement, ainsi qu'on le voit
en les ajoutant respectivement multipliées par 1}, p, v, ce qui
donne :

A__l_[pv pv v2 v Ap lp]

d d d
S 8.0 1, 0 .8 2, 1 —0:
adx(1+‘l. +v)+bdy() + p +v)+cdz(k + p? a7 .0,

résultat manifestement identique en vertu de (11).
L’équation cherchée se réduit donc en définitive a

—_—— ——y —

1 v y v 720 WD b
[# By LLe #]
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équation que nous écrirons ainsi :

1/1 1
“‘-) [ Y E(E—HE+K)=0,
en posant pour abréger :
H=i+f+:,
y z

15) .
yZ zyY zZx Xz xy yx

les coefficients H et K étant, comme nous le verrons (au facteur
A9 prés), des fonctions rationnelles des dérivées de ¢, dont nous
donnerons I'expression plus tard. Nous aurons donc ainsi trois
solutions, savoir : T‘x =0, ou R= o0, et les deux valeurs R=R’
et R=R", correspondant aux deux racines de I'équation du
second degré '

we). . . . .. l%,—H:-{+K=0.

Nous verrons, plus loin, s’il faut admettre ces trois solutions
dans tous les cas, ou dans quel cas il est nécessaire de faire un
- choix. Disons seulement pour l'instant que les deux rayons
R’ et R” sont ceux que I'on désigne par le nom de rayons de
courbure principaux. Une fois ces valeurs obtenues, les équa-
tions (9) ou (12) et (7) fourniront aisément les valeurs de a, b, ¢
correspondantes, lesquelles sont appelées par analogie sections
principales. Dans le cas ou il y aurait des rayons de courbure
infinis, les directions particuliéres correspondant & ces rayons
seraient, au contraire, fournies par les équations (13) et (7).

Les équations que nous venons d'établir ne donnent pas seule-
ment la grandeur et la direction des rayons de courbure prin-
cipaux; elles fournissent en méme temps assez facilement la
relation de position qui existe entre ces rayons, et permettent d’ex-
primer par une formule trés simple la loi de variation du rayon
de courbure lorsque I'on fait varier la direction de cette section.
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En cffet, désignons par a', V', ¢, et a”, b, ¢”, les valeurs a, b, ¢
qui correspondent respectivement aux rayons principaux R’ et R".
Nous aurons séparément en vertu des équations (9) les deux
systémes :

! ’ 7 dF IM *
S (@) b, ¢) — = Aly——2a -ﬁ,?(),

\ dF
17) . . ! En(, b, ) —— Alp = — 2" —
( ) ’ y (a’ ’c) db/ A‘? b
? ’ ’ I. dF ’ :
) — g My = — 2 sz
! dF A?
'd "o .y 1P
: ~ 0@ e") — o Alp =— 2 -ﬁ‘—
? 8
(18) !-/n,(a",b",c”)—WA,y== 20" — R"
? "ope dF . ,,A:?.
{ ;n(a bse )_dc"A'?_—Q R”

En multipliant les trois équations du premier systéme respec-
tivement par a”, b”, ¢, et ajoutant, puis ayant égard & la premiére
des équations (7), on obtient :

dF dF dF ‘
19 — (u"— +b"'— +¢" @) = 02-Al_’:T?(“l"" + b6+ c'c").

da’ dab’

En traitant de méme le second systéme, on obtient par la
méme raison :

dF
(20) - — (a R b d:, :5,) =— i’: (a'a” + b'b" +c'¢").

(*) Nous écrivons dans ces équations contrairement & notre habitude ‘: ::, ::’ et

non simplement 5+ &> %+ pour marquer qu'il faut d'abord, dans la fonction F (a, b, ¢),
remplacer g, b, ¢, rcspecnvement par a’,b’,c’, et ensuile, différentier le résultat par rap-

port a chacune de ces quantités. De méme pour ‘—.,'—,: ‘%' :—:,'-,
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Si T'on fait attention maintenant que les premiers membres
de ces deux derniéres équations sont identiques, comme étant

1

symétriques en a’, b', ¢’ et a”, b", ¢”, car I'on a :

’ dF IdF ldF n? ’ n,’ /i ?’
aw+b d_b'-'+c 2;’7,'—08 o +bb .'F-t-cc z—’

g ’
+ (b:cu -+ c/blr)l + (clan + alcu) R +(albn +blall) ?_
yz 2z x
dF dF dF
R PR O

on verra immédiatement qu’en retranchant I'une de I'autre, les
deux équations précédentes, il reste seulement

1
2A% (E’ - F) (a'a” 4 b'b"’ + ¢'¢")=0,
ou, ce qui revient au méme (en exceptant le cas trés particulier
de R’ =R", que nous examinerons plus tard),

@) . .. . . da"+bb"+cc"=0,

c’est-3-dire que les directions des sections principales sont per-
pendiculaires entre elles.

Remarquons de plus, en passant, que ce résultat reporté
dans les équations (19) et (20) entraine la condition :

4, dF ,dF dF g9 o OF
Y Pt w T a T a de’

2 2 2
(22) { =a'a" = 7 + b'b” ?—' + e Lo (e + b)
* y z 2

2 2
+(c'a"” + a'c") S (a'd" + b’a")L =0,
2z xy

remarque qui nous sera utile tout & I'heure.
Les résultats qui précédent permettent maintenant de donner
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a I'expression (6) une forme remarquable, qui met en évidence
d’une fagon trés simple la loi de variation du rayon de courbure
d’une section normale, lorsque I'on fait varier la direction de
cette section.

Pour cela nous déterminerons la direction de cette section a
‘Taide des angles 6’ et 6” qu’elle forme avec les deux directions
des rayons principaux R’ et R”, supposées connues cn vertu des
formules qui précédent.

Si I'on considére la normale & la surface, et les deux rayons
principaux, comme formant un nouveau syst¢éme d’axes coor-
donnés, ce systéme formera avec I'ancien axe des x, des angles
dont les cosinus sont respectivement A, a’, a”, et avec la trace de
la section normale sur le plan tangent des angles dont les cosi-
nus sont 0, cos ¢', cos 8”. En appliquant la formule connue, on
obtiendra donc pour a, c’est-a-dire pour le cosinus de ces deux
derniéres directions, la premiére des trois valeurs suivantes :

a=a'cos®’ 4+ a' coso’’,
b=1>b"cose’ + b'" cose”,

¢ =c"cos6’ + ¢’ coso’;

les deux autres s'obtiendront par un raisonnement analogue.
Si nous reportons ces valeurs dans la formule (3), elle devient
en tenant compte de (2) :

A'?

R
?l ?% ?!
(a'cost’ -+ a” cos6")* — +(b'cost’+b"'coss”’) —+(c’ cost’+c”cose”)? =
x Y z
;]
+ 2(b'cos 0"+ b" cos 6"’) (¢’ coso'+c'’ cos 0”’) L
z
2

+ 2(c’cos 6’ + ¢ cost”) (a' cos 0’ + a” cos 6') £
zx

2
+2(a’cos 8’ + a" cos ") (b' cos ¢’ + b cos0”) £
x
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ou, en développant et ordonnant par rapport & cos 6’ et cos 67 :

2 2 | !
é£=(a"?—’ +0r Doy L T roca v oaw st ) cos'e’
R x y 7 yz zx xy

a3 ¢ !
+ (a’ b e 20 —+2¢"a” +2a"b" —L)cos i
: «* y 2 yz 2z zy
2
)[ ’ " ? — blbll lcll ?_’ -+ (blcll -+ dbll) i_
o y yz
+(c'a” + a'c") + (@b + b' a’) ]

Or, les coeflicients des carrés cos’ et cos?0” ne sont autre
chose, d'aprés la formule (5), que 5 et 4% et le coefficient
du rectangle cos 6’ cos 6” est nul daprés I'équation (22), que -
nous avons établie comme corollaire de la démonstration précé-
dente. L'équation que nous venons d’écrire devient done par ce
moyen :

Asp A-?

—_ = —r¢ tol

R R’

A
', — cos'0’’,

ou, en supprimant le facteur commun A, et ne gardant qu’un
seul angle 6, & cause de la propriété : 8' + 6" == Z, que nous
venons d'établir, cette formule prendra définitivement la forme :

1 1
i c0s®0 + Fsm’o

(23) .

==

qui est celle que Pon trouve dans tous les traités d’analyse infi-
nitésimale. -

Nous mentionnerons seulement pour mémoire les deux con-
séquences que l'on tire immédiatement de cette formule, a
savoir, d’abord, que deux sections normales symétriques par
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rapport & I'une des sections principales ont méme courbure, et
en second lieu, que la somme des courbures de deux sections
normales perpendiculaires entre elles est constante, c'est-a-dire,
que si I'on désigne par R, et R,, les rayons de courbure des
sections normales correspondant aux azimuts 0 et 6 + -:—, on a,
quel que soit 6 :

1 1 /1 1\ Kk, =< +C, -

@). . ... ﬁ:+l‘—.=i-§-,+ﬁ'\ 1T 'M & 7ot

Revenons maintenant 4 I'équation du troisiéme degré (M)' R
qui devait nous fournir les valeurs maxima et minima du rayon
de courbure, et voyons quelles indications peut nous donner la
formule (23) pour la discussion des racines de cette équation.

Si la quantité K est positive, les deux rayons principaux
R’ et R” sont de méme signe et du signe de H. Or, dans ce cas,
la formule (23) montre que, quel que soit I’angle 6, la courbure
ne pourra jamais s’annuler, et que le rayon de courbure est
toujours de méme signe que R’ et R”, c'est-d-dire de méme signe
que H. Dans ces surfaces, en un point quelconque, il n’existe
donc pas de direction qui corresponde & un rayon de courbure
infini, et le rayon de courbure est toujours pour un méme point
dirigé suivant le méme sens de la normale, comme, par exemple,
dans I'ellipsoide, ou le paraboloide elliptique. Pour ces.surfaces
il faut donc rejeter la solution 1“\ == 0, et le rayon de courbure R
varie entre les deux valeurs R’ et R” qui correspondent, I’une &
un maximum et I'autre & un minimum.

Si, au contraire, la quantité K est négative, les deux rayons
principaux R’ et R” étant de signescontraires, lacourbure 'i s'an-
nulera pour deux directions symétriquement placées par rapport

aux sections principales et données par la formule

' . R’ : —FR
tang o=—h—, ou tang6 — + —

”

et de plus, elle changera de signe de part et d’autre de chacune

si




de ces directions. En un point quelconque, il y aura donc deux
dirgctions correspondant a des rayons de courbure infinis, et le
rayon de courbure changera de sens sur la normale de part et
d’autre de ces directions. Il faut donc admettre dans ce cas, pour
I'équation (14), la solution {‘- =0, ct, pour un méme sens de la
normale, le rayon de courbure variera en valeur absolue, depuis
I'infini comme maximum, jusqu'a la valeur absolue de R’ ou R”
comme minimum. Tel est le cas, dans les surfaces du second
ordre, de I'hyperboloide & une nappe et du paraboloide hyper-
bolique.

L’étude que nous venons d’achever ramenant désormais toutes
les recherches relatives & la courbure a la considération de la
seule équation du second degré (16), il ne nous reste plus qu'a
connaitre 'expression des deux quantités H et K, en fonction des
dérivées partielles de la fonction ¢, premier membre de I'équa-
tion de la surface, pour que nous puissions former immédiate-
ment cette équation et en calculer les racines : c'est donc 4 la
recherche de cette expression que nous allons consacrer la fin de
ce paragraphe.

Pour obtenir ces développements, nous commencerons par
former le tableau des neuf dérivées premiéres, des trois cosinus
A, 1, v, en les écrivant ainsi qu'il suit : )

A1 (<,'ai A\ « 1 [§ A,q)) v 4[5 Ay

T Ag\e 1z ) ;=A—.7(y—z_”—— 5=A_.;(E_ 7)
Y SN N )

y Ag\zy y/ oy Aply y Ap\zy

» 1 (f I-AL?-) g1 (_?_’ A.?) v 1 9 Al?)

z Ap\ez 2/ Z Aw yz_p—z‘ T AR \E

' 2 2 2 A A
(26). H=3+g+t=-— [?—+?—+t—(x—£+p£+u—£>]-
. x x Y z
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Or, on peut écrire successivement :

A Ay yg=L(z£ 1&;2‘32)
x z Ap\z x vy zz
1 (s Ap o Ay g A
—E;(x A;f*? +;/-°Aa?-y—+z Ay 2
_L(g'iAa? L O )
TAB\r x 0y y oz oz
1 o
(@7) _1 ?;(‘Z-_ ? ¥ Z?)
Alp] = zx’+yyx+zzx
+Z(1£+?_£+2£)+?(? v “+ = ?’4—21’)
y\zzy Yy zzy zxz yyz z2°
B 05
A | \e/ «*  \y/ y* \z/ 2*

1 : 1

| 2??? 42?28 a2 ® ___F<g,g’g),
YyzZyz zXT2T xyxy

expression qui, étant substituée dans I'équation précédente, nous

donnera définitivement pour H la valeur suivante :

: 1 1 [s ¢ ?) 1 (? 9 ?)
928). H—= — ___p(_’_,_ =—IAh. Ay —F(-,-,=]}|
(28). H A,?[A’? Ay \z y =z ] A}y 1f- Ot T Y z

Passons maintenant & K. :

L’expression du coefficient K en fonction des dérivées par-
tielles de @ parait au premier abord excessivement compliquée,
car chacune des dérivées A‘? Adf, A" renfermant trois termes

au numérateur, les dérivées 2 7, ; 3, % ..., Supposées réduites &
un seul dénominateur en muluphant et divisant par A}p, en
contiennent chacune six; chaque produit de ces dérivées deux
adeux en contient donc 62 = 36, et comme il entre six de ces
produits dans I'expression de K, nous devons a priori nous
attendre & voir figurer dans son développement un nombre de
termes égal & 63— 216, composé chacun de six facteurs, qu’il
faudra classer et comparer pour les ordonner et faire les réduc-
tions convenables. Malgré ce que ce premier apergu présente
d’effrayant, on verra que, gricc a la symétrie, nous allons arriver
assez facilement & un résultat relativement fort simple.
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Pour cela, nous remarquerons d’abord que I’expression de K
donnée par. la formule (138) est la somme de trois différences
telle que &2 §i £z qun se déduisent les unes des autres en per-
mutant cn cercle respectnvement A u, v, et x, y, z. L'inspection
du tableau (23) montrant que les valeurs des neuf dérivées qui
y ‘sont inscrites se déduisent les unes des autres d’aprés la méme
loi, il suffira de calculer une seule de ces différences, et nous
pourrons ensuite écrire immédiatement les deux autres  I'aide
de permutations circulaires. .

Calculant donc la premiére seulement, nous aurons successive-
ment :

®y 1 (9’ A‘y) (?’ A‘?)
—— e ——— g — _—— y—

yz Al \y y/ \z z
SRS L ST S L X N )
A’? ) P‘yz’ zy"‘yz’

et de méme :

y
y ab\yz “Z) ey Ty

1 (?')' Az ¢! A o? Ap Ay
=—|{=)—v———p——+p— —1,
Ay | \Yz Yy yz z zy y =z

d'ou, en retranchant, réduisant et ordonnant, nous aurons la
premiére des trois équations :

®v ® v
yz 2y
—L|ee (;.’)’ ap () A g 4]
Ty g “7(’7"”3/7)—7(”;’_“5)"
’ v v 1
2z xz
U [ R A o I A )
alp |L2* 2" \zx z \a* zx/ x \'22 Tz |’
L g dp
ry yx

_ 1! i?l'_(?’l)’_Al? N ?’) »Aw( ¢ A?’)
g el G et Gl |
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les deux autres en étant déduites successivement par permuta-
tion circulaire des A, p, v et x, y, z.

Ajoutant maintenant ces trois différences pour former K, en
vertu de I'expression (15), et posant un instant pour abréger
- Iécriture,

2 3 2 2 g 2 219 2\ 2 2. 9
P ¢ P ¢ F N 4 ? ? ?
y yz 2z xy
nous obtiendrons successivement :
l A 2 2 2
K= __w_(,f Pkl 1)
alp z \ 9y 2 Taxy xz
A 2 2 2 A 2 2 2 2
S (4.4 S A . ;_;1_,;;)]
Y z x yz xy z \ X y zx Yz
{ A 2 L] 2
Ay x xy 2z
A i 1 12 2 A 2 1 X
_ ﬂ_f(,m,,_l A _?_) - -_?(,A,?_ N 1)]
.y xy 'y yz z ZX Yz Z
1 A A A A 3 2 2
= o [6-an 2002, 20) M Erul s T
alp z y z z \a'  xy 2z
2 2 : ] A : ] ] 2
o (1?_+,‘f_+,f_)+ «_f() ?_+Ff_+,;) :
y \ xy v yz z \ zx yz z

3 ] 2 1 2 2 2 1 A? A
L oy B
x Ty Zxr Ap \Tx X yyr zz3x/ A&y X x

2 2 2 ’ 2 2 2 1 *A' A
g
xy "Y' yz Ap\zay Yy zzyl Ae Yy Y

2 2 2 ] 2 2 ! 2 1 A’ A
z: yz 22 Ap\xxZ YYz 2z 2 Ap 3 z
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la valeur précédente de K pourra s'écrire en y faisant ces substi-
tutions, ainsi que celle indiquée par la formule (27):

~5[e by (2 ) - ()

ou mieux, en mettant en dénominateur commun Alg,

1 PPP ap\? A\t ap\*
=AT? [GA:? —A,?.F(;’gy ;) -I-(A‘? ; + | Ap 7 -I-(A,? ?> ]a

expression que nous pourrons encore écrire avec nos notations :
1 P 9 ?)

30). . K=—|Ga} — .F(—,—,— 4+ — A}(ad

(30) o [ ip — aap.F(~ vz i(alp) |

car I'on a évidemment, d’aprés nos définitions,

st = TV (“gf) « (%)

L'expression (30) de K étant, comme on le voit immédiate-
ment, rationnelle par rapport aux dérivées partielles de ¢, propo-
sons-nous maintenant d’ordonner son numérateur, c’est-a-dire la
quantité entre crochets, par rapport aux trois dérivées de pre-
mier ordre 2, % ,f : on verra que nous arriverons ainsi & une
expression trés simple, ce qu’il était difficile de prévoir en par-
tant de formules aussi compliquées.

Pour cela nous parlagerons la quantité G (29) en deux parts, a
savoir les termes carrés d’un cté, et les termes rectangles de
lautre; et prenant d’abord les trois premiers, c'est-a-dire les
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termes rectangles, et les multipliant par le coefficient de G, Ale,
nous écrirons successivement :

&+ G~ OG5 55 55

5 5 - -0

Prenant maintenant les trois derniers termes ou les carrés de
G, multipliés encore par A}p, et les rapprochant du dernier
terme du numérateur de K, dans P'expression (30), qui est
1A} (A19), nous trouverons pour I'ensemble de ces termes :

o ) G - (-2
[~ C- B~ &~ G

2\2 2
?
T A0 S S R |3 N (__+£L+t_)
xx yyr zzx xxy yy' zzy X 21 yz z 2

~= - G- 5~ G- G 2G5
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Y yx zx
L] ' L] 2\8 3\98 2\8
Q2?8 orr e ...QZZ?_”_...(M_)_._(U_) +(w_)
zyz*yr 2xzx'zx  Yyzyxrzx \rxy Yy z 2y
L ] 2 l
+gg_11__+2??? ? +2??f
zyzyy zzayzy yzy'zy
T\ 2\ 2 2\8 : 2 3 9 L IO §
T 2 LA A RIS A AL A S S LA
X X2z Y Yz z 2 TYyxZTYZ xzZa2 2  Yyzyzz
2\2 2\ 9 : ] 2\% LAR ]
~- (8- - 5 L3 (- ()
x yz Y 2% zZ Ty z «* Yy zZ 2z
2 2 2 2 ] ;] ] L 2
+sz(z;,,,?_z.?_,+?_f_) +211(?_A,9_r_1’+f_'_)
Ty \ry Yz xzYZ xz \xz xz Yy xYyzYy
L 1
et (Pl L) (L 2) (2] ()
yz \yz yz2*  yxzx T Yz Y 22 z TY

3\2 2
T . | . 0 P (2213_+,z23_+233?_)
x z* vy 2z TYxy XTZIZT Yz Yz

3 3 T 3 3 3 3 _t LI Y 3 9
2L (L7 _T0) grr(f P P r) gre(f ¥ o),
sy\rzyz xyz2 zz\zyzy w2 Y yz\yrzx yz x

d’ou, en ajoutant maintenant cette suite d’équations 4 la précé-
dente, et comparant seulement les premiers et derniers membres,
nous trouvons, en ayant égard a (29) :

e N O
- - -

Ty

22 2 2 2 2 2 2
P\ 9 7\ ¢ AN AN A ? 7Py Fee
o [(;)?““(5)?*(;) 2y *2““*2“—]

Yyzyz zzzx  xYyaxy

+2Zi(?_’£_?_l) 232(ﬁ£_if)+2??(? [ 9’?’)

yz\yx sz yz x* zx\zyxy 2xY 5;5'{5'5}?




— 29 —

et, par conséquent, nous aurons pour le dénominateur cherché
de K, en revenant & nos notations déja employées:

ca—sP (L11) = () {5~ (5

y E zX 2z z y . ly

yrzz  yz

zx xy

yz yxy zxy
qu'il suffira de reporter dans la formule (30) pour avoir la
valeur définitive de K.

Si nous rapprochons ce résultat de la valeur (28) trouvée
pour H, en la récrivant 3 nouveau, pour plus de clarté, sous
forme explicite, on voit en définitive que nous avons trouvé pour

H et K les deux expressions suivantes :

(31) K= !

2w
-

el

1 % 2 2 3 2 2 2 ] 2 2
2??(? ? ??)+233(9_?__?_7_)+2??(? LA
XZYs xY=Z

].

[ 3% ] 2 2 2.2 2 2 2
T R L L e Y s
x y/ y z/ z YyzYyz zxT2X Tyxy

)
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qui nous permettront de former immédiatement dans chaque cas
particulier I'équation du second degré (16), et d’obtenir d’abord,
au moyen d’elle, les rayons de courbure principaux, et ensuite
d’en conclure par le moyen des équations (9) la direction des
sections principales. ‘

Afin de montrer la commodité de ces formules pour le calcul
et la discussion des rayons de courbure, nous allons en faire
I'application a un cas simple et intéressant, celui d’'une surface a
centre du second ordre. :

Ayant donc posé dans ce cas :

xl 2 Z’
2?(1,!’,1)-—-‘7 + %—+ E—I’
d’ou : .
Pz 2_Y *_Z
A y B z C
?! _‘ ?!—‘ ?2—1
@ A’ y’—B’ 2 C
2 : ] L ]
?—=0’ '?—=Oa ?—— ’
yz zx xy

o= (1

1
(32) - . Y S
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et, p ar conséquent, en substituant dans les formules (31),
z\? fy\* [(z\*]/1 1 14
f”“*?"[(z)*(ﬁ)*(&)](z*r;*a)
AHEEHR)
B PR VYA 1V Aate ]
Wy = ) G D G s
#)3 _(B c)(A)+(c+A)(§ v’
‘_L@’L@’Lﬁ’
“r=pc\x) *ca\s) T aB\C
1

(xl y!+zl)_ 1
| ABC\A " B~ C/ ABC

Arrétons-nous d’abord un instant sur la seconde de ces for-
mules. Si I'on se rappelle que I'on a K= ﬁ'_n"’ on voit qu'elle
peut s’écrire :

RR YRR
b, . == —_
(34). . . alp= ou A ABC

et, sous cette forme si simple, elle nous présente, d’'une fagon
synthétique, le résultat de la discussion des rayons de courbure
pour cette classe de surfaces; car elle montre immédiatement
que R’ et R” (et par suite constamment R) seront de méme
signe si les trois coe flicients A, B, C sont tous trois positifs, ou si
deux d'entre eux sont négatifs, et qu'au contraire ils seront de
signes contraires, si un seul de ces coefficients est négatif ; ce
qui signifie qu'il n’y aura pas de rayons de courbure infinis, et
par suite pas de droites sur I'ellipsoide et I'hyperboloide & deux
nappes, et, au comralre, qu’il y en aura sur I'hyperboloide & une
nappe.

Remarquons, en second lieu, que le prodult devant tou-
jours rester positif pour la réalité de Aq, le nombre des facteurs
négatifs est nécessairement pair, et, par conséquent, on n’altérera
pas sa valeur si on remplace chaque facteur négatif par sa valeur
absolue; en sorte que si on désigne par R' et R” les valeurs

: 3
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absolues des rayons de courbure' R’ et l’l et par a, b, c les trois
axes, on aura évidemment ;g LM =M, et la formule (34)

afbict
mise sous la forme

Ayp =

fournira dés lors une interprétation géométrique trés simple du
paramétre différentiel Ap, laquelle peut s’énoncer sous forme
de théoréme de la facon suivante :

« Dans les surfaces @ centre du second ordre, le paramétre
différentiel du premier ordre est égal a lu racine quatriéme du
produit des valeurs absolues des deur rayons de courbure princi-
paux divisées par la racine carrée du produit des trois axes de la
surface. »

La seconde des formules (32) fournit de méme une interpré-
tation géométrique amalogue du second paramétre différentiel
Asp, que I'on peut énoncer, en langage ordinaire, de la fagon
suivante :

« Dans les surfaces a centre du second ordre, le paraméire
différentiel du second ordre est la somme algébrique des inverses
des carrés des trois axes de la surface, chacun de ces carrés étant
pris avec le signe qui lui appartcent dans Uéquation de la sur-
face. »

Bornons-nous maintenant ﬁ considérer le cas de I'ellipsoide,
ct proposons-nous de rechercher, a I'aide des formules qui pré-
cédent, s'il existe sur cette surface des points pour lesquels les
rayons de courbure de toutes les sections normales soient égaux
(probléme que nous résoudrons d’une fagon générale dans le
paragraphe V, en traitant de la recherche des ombilics). Pour
cela, il faudra supposer dans ces formules A, B, C, tous trois
positifs, et nous conviendrons de plus suivant I'usage de prendre
A>B>C. :

Les deux rayons de courbure principaux étant fournis par les
deux racines de I'équation (16), c'est-a-dire par les valeurs

R’=;(H+‘/H’—4’K) et R"=:—2(H—‘/H’—4K),
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il faudra, pour I'égalité de ces rayons, H* — 4K == 0, ou, ce qui
est la méme chose, Ap (H* — 4K) = 0. Or, si nous nous
reportons aux formules (33) et (32), nous obtiendrons pour
cette condition I'équation :
ajp (H* — 4K) = (Halp)' — 4alyp (Kajy)

=[G e G + G- E) ~ G3) @
={BTc/\a) Tcta/B/ TATE E]

sl () )+ @
_TBE[(A) + (B +\¢) |=°

Les points cherchés (x, y, z) devant d'ailleurs toujours satis-
faire a I'équation de la surface, laquelle peut s’écrire

A el

on voit que, si nous posons pour plus de simplicité :

(3%). . . (;)’=x’, (%).=y', (%).=z’,

nous aurons en définitive & résoudre le systéme suivant :
1 1, 11),(1 1),' L
(36) %[(]—B-t-c)x +(C+A y+\51+3)* _ABC(x +y +2')=0,
. Ax' + By’ 4+ Cz' = 1.

Mais, si nous éliminons z' entre ces deux équations, nous
obtiendrons celle-ci : ° :

[(C—A)%'+(C—B)—"§+1A+:—3].

—-A‘—'B[(C—A)x' +(C—B)y +1]=0,
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laquelle, en ajoutant et retranchant le terme 2 (C — B) ’A%, peut
se mettre sous la forme

I

[(c A =+ (C— B)i—%-.-;]'-..un—q(%—’Z)-i—'-o,

et, par conséquent, équivaut aux deux suivantes, tous les facteurs
du second terme étant positifs :

4 ’

z Y 1 1 s

Or, la premiére se réduisant en vertu de la seconde &

(c—A)%—'--.-

1 =0, ou A(C—A)x’=B—A,

v=3(i=2)

et en substituant cette valeur, ainsi que la valeur y=0, dans la
seconde équation (36)

=) -

nous en tirerons done

=

BC)
C

A—C

lesquelles, jointes 4 y' = 0, déterminent complétement, par les
valeurs (33), les points qui satisfont a la question. En posant,
comme d’habitude A =a?, B=10%?, C=2¢3, on trouve donc
ainsi que ces points ont pour coordonnées :

*+ala® — b® . + Vb — ¢
I R e — y=0, ==,
Ve —¢ Ve —¢

qui sont celles des ombilics de 'ellipsoide.

11 suffit de chercher dans ce méme exemple & traiter ce pro-
bléme par la méme méthode, en partant des valeurs correspon-
dantes de H et de K exprimées en fonction des dérivées p, q, r,
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s, t que l'on trouve généralement dans les traités d’analyse,
pour se convaincre que nos formules (31) conduisent beaucoup
plus rapidement au but, et sont d’'un usage a la fois beaucoup
plus commode et beaucoup plus élégant. Et comme il en serait
de méme évidemment.et ¢ fortior: dans tout autre cas plus com-
pliqué, ce simple exemple, emprunté 4 une question fort connue,
nous parait justifier suffisamment I'avantage de la méthode que
nous avons suivie, et I'utilité des calculs que nous avons déve-
loppés jusqu'ici dans ce travail,

III. — CoOURBE ET SURFACE INDICATRICES.

Les résultats qui précédent peuvent étre établis beaucoup plus
rapidement, comme l'on sait, en considérant une certaine
courbe, a laquelle Charles Dupin a donné le nom d'indicatrice;
il nous faut donc montrer. comment cette notion ressort immé-
diatement de nos formules. .

Pour (;ela considérons, d’une part, la surface du second ordre
ayant pour centre le point considéré, et dont I'équation est

(38). . . . FX—=z Y—y, Z—2z)==%1;

- la fonction F ayant toujours la signification précise que nous
lui avons donnée jusqu'ici, c’est-d-dire en vertu de la for-
mule (2) (§ I), la suivante :

FX—2,Y—y,Z—2)
. 2 2 2
=X Sy @

+ 2 (M —y)&—)+2 D (4 (&—a) + 2 1 X—2) (V- y),

et d’autre part, le rayon r de cette surface correspondant & la
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direction définie par les trois cosinus «, 3, y, et aboutissant au
point X, Y, Z. Comme I'on a pour ce point :

X —z=ra, Y—ye==rp, Z—z=ry,

nous aurons, en substituant dans I'équation de la surface (38), a
cause de I'homogénéité de la fonction F :

*F(a,p8,7)==%1.

On voit done qu’en particulier pour les directions (a, b, c),
situées dans le plan tangent de la surface primitivement consi-
dérée, si nous désignons par R, comme nous I'avons fait jus-
qu'ici, le rayon de courbure de la section normale de cette méme
surface , correspondant i cette direction, nous aurons, en vertu
de la formule (3) (§ I) :

r'%”=:|=.|,
oubien:
39 . . . .. .. r’=-:b—4--n,
A9

et nous conviendrons de prendre dans le second membre de
I’équation (38) un signe tel, que nous obtenions ainsi pour r une
valeur réelle.

La courbe d'intersection de la surface du second ordre (38)
par le plan tangent & la surface considérée est donc telle que le
rayon de cette courbe est proportionnel & la racine carrée du
rayon de courbure de la section normale de la surface primitive,
correspondant a la direction de ce rayon.

Cette courbe d'intersection est donc précisément celle a
laquelle on donne le nom d’indicatrice, et nous appellerons de
méme, pour abréger le langage dans ce qui va suivre, surface
indicatrice la surface du second ordre F, dont la considération
précéde et améne naturellement, ainsi que nous I'avons montré,
celle de I'indicatrice proprement dite, et dont nous établirons




— 37 —

tout & I'heure une propriété intéressante, qui suffira 4 lui motiver
ce nom.

Cette courbe d'intersection étant ainsi nécessairement une
courbe du second ordre, ayant pour centre le point considéré, it
résultera immédiatement de la propriété fondamentale que nous
venons d'établir, ainsi que des propriétés connues de cette classe
de courbes : '

1° Que les rayons de courbure maximum ou minimum, ou
rayons principaux, correspondront aux axes ou diamétres princi-
cipaux de cette courbe, et que, par conséquent, les sections prin-
cipales seront rectangulaires entre elles;

2° Que deux sections normales symétriquement placées par
rapport aux sections principales auront méme courbure; 4

3° Que la somme des courbures de deux sections normales
rectangulaires entre elles sera constante.

De cette propriété on peut encore déduire avec la méme faci-
lité 1a formule (23), car si nous supposons I'indicatrice rapportée
dans un plan A ses diamétres principaux, comme axes coordon-
nés, elle aura une équation de la forme :

Ax?+ By'=1,

et par conséquent le rayon r de cette courbe, qui fait un angle 0
avec I'axe des x, et pour lequel on a :

xr=rcosd, y=rsino,

sera donné par la formule

= Acos’ + Bsin‘o.

A

La courbure de la section normale correspondante sera done
en vertu de la formule (39) :

*+x11 +1
— == ——(Acos% + Bsin%).

1
ﬁ T?.r' A



— 38 —

Or, si nous appelons R’ et R” les rayons de courbure princi-
paux, correspondant aux sections prises pour axe des x et pour

axe des y, on voit immédiatement en faisant successivement

6 =0, et 6 =3 dans cette derniére formule que I'on a :
' 1 A B
— =:|: —_— et -ln =d: —_
R Ap R A

d’ou, en substituant dans I'équation précédente, on retombe immé-
diatement sur la formule

! A cos’ + 1 sin%.
R R’ . R"” !

et 'on retroyve ainsi toutes les propriétés établies dans le para-
graphe II. ’

On donne souvent de I'indicatrice une autre définition, qui
consiste & dire qu'elle est une courbe semblable & I'intersection
de la surface par son propre plan tangent au point considéré. Il
nous est facile également de déduire cette propriété comme con-
séquence des formules que nous avons établies.

Considérons, en effet, d’abord I'intersection de cetie surface
par un plan paralléle au plan tangent et trés voisin de ce plan,
dont I'équation serait :

fX =)+ L —y) + L (E =) =h,

h étant une quantité trés petite; et écrivons I'équation de la sur-
face, en la développant & I'aide de la formule de Taylor, bornée
seulement aux premiers termes avec I'expression bien connue du
reste (laquelle est ainsi applicable dans tous les cas) de la maniére
suivante :

(K Y.Z)—¢(z+X—8y +T—yz+L—2)
=¢(oyD)+ L@—a) + LT —g)+2(Z—7)

3 2 1 3 .
“+ 7—2 [%, (X —x)*+ 5’ (Y—y)'+...] + 123 [:%'. (X—x)’.q_...] —0.
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La courbe d'intersection sera représentée par I'ensemble de
ces deux équations ou un systéme formé d’une combinaison quel-
conque de ces équations, par exemple celui que I'on obtiendrait
‘en joignant & la premiére celle-ci :

h+L[ (X— m)’ —(Y—y)’+---].

1
+m[ X—x)p+ --]==0;

car le premier terme du développement est nul, puisque I'on sup-
pose le point (zx, y, z) sur la surface.

Or, nous obtiendrons évidemment une courbe semblable a
celle-ci, en remplagant dans ce systéme les coordonnées X —x,
Y—y. Z—z, par k(X —x), k(Y —y), k(Z— z), laquelle
courbe serait alors représentée par le systéme :

[(X——x)+ (Y—y)+ - (Z—-z) = h,

h.+£[%:(X—a:)’+ (Y — y+ ]

1.2
L s
+m[1—s(x—x)+°“]=o.

ou encore par celui-ci :

h
TX—a) + (¥ —y) + L2 a=

|
i [%(X—-x)’ +§(Y—y)’+ ]

Cela posé, si I'on fait tendre h et k simultanément vers zéro,
mais en supposant A infiniment petit lui-méme et du premier

\
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ordre par rapport & k, le rapport ;—‘ tendra vers la limite 0, et le
’ rap?ort 1 vers une constante finie, que I'on peut supposer étre
= ¢, puisque het k sont jusqu'ici, sauf I'ordre de grandeur, com-
plétement arbitraires. On voit donc qu'a la limite, lorsque le
plan considéré se sera confondu avec le plan tangent 2 la surface
proposée, la seconde équation coincidera précisément avee celle
de la surface indicatrice (38); et, par conséquent, la courbe indi-
catrice, telle que nous I'avons définie est bien une courbe sem-
blable & I'intersection de la surface par son propre plan tangent.

Il nous reste maintenant & justifier le nom que nous avons
proposé de surface indicatrice pour la surface du second ordre
(38), en en montrant une propriété importante qui s’apergoit
presque immédiatement quand on se reporte & la théorie connue
des surfaces du second ordre.

En effet, si I'on se rappelle que dans ces surfaces le plan tan-
gent A I'extrémité d'un diamétre est paralléle au plan diamétral
conjugué, et que 1'on considére le plan tangent  la surface F &
'extrémité du diamétre de cette surface conjugué du plan tan-
gent & la surface primitive ¢, on verra d’abord immédiatement
que les deux plans tangents seront paraliéles; et si I'on se sou-
vient en outre que dans ces mémes surfaces les sections faites par
des plans paralléles sont des courbes semblables et semblable-
" ment placées, on conclura sans peine de la proposition que nous
venons d'établir que I'indicatrice de la surface F an méme point
sera homothétique de I'indicatrice de la surface primitive elle-
méme. Les rayons paralléles seront donc proportionnels dans les
deux courbes, et, par conséquent, les courbures des sections nor-
males paralléles seront aussi proportionnelles dans les deux
surfaces. '

La surface du second ordre F offre done, au point particulier
que nous venons de définir, une image fidéle des courbures de
la surface proposée au point considéré, et présente, par consé-
quent, dans I’étude des courbures de cette derniére surface une
importance analogue 4 celle du cercle osculateur dans I'étude des
courbures d’une courbe quelconque. De méme que ce cercle est
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la courbe la plus simple qui présente la courbure d'une courbe
donnée en un point déterminé, de méme la surface (38) est la
surface la plus simple qui offre, de la fagon que nous venons de
dire, les mémes grandeurs relatives, pour toutes les courbures
des différentes sections normales, qu’une surface donnée en un
point quelconque. Cette surface F mérite donc bien le nom de
surface indicatrice des courbures de la surface primitive, ou sim-
plement de surface indicatrice, que nous avons proposé de lui
attribuer.

Nous avons établi cette proposition si simple en invoquant les
propriétés connues des surfaces du second ordre, et celles de
I'indicatrice que nous venions d'exposer; mais comme la consi-
dération de la surface F doit, selon nous, précéder et non suivre
celle de I'indicatrice, nous croyons devoir montrer & nouveau,
comment on établirait directement cette propriété fondamentale
de la surface indicatrice, cn la déduisant immédiatement de
I'équation méme (38) par laquelle nous I'avons définie, et sans
passer par la considération intermédiaire de la courbe indicatrice,
dont la notion nait au contraire si naturellement de celle de cette
surface.

Appliquant done dans ce but & la surface F la formule (6) du
paragraphe I, le rayon de courbure R de cette surface relatif au
point (X,Y,Z) et 4 la direction (a, b, c) sera donné par I'ex-

pression
\/ (F)’ (F [ F L ]
-] 4+{=] + |{=
X Y) (Z)
4o R=a’ P b? L c’F’ 2bc£+ﬂcaF—’+2abF—”
e e Tyz ZX XY

et comme I'on a par ailleurs, en vertu de I'équation (38) :

F" ?2 F’ ?l F“_ ?’
CXE ot —Y_’—?’ 72

P | F* 2

YZ -3;’ X~ z XY a;-;’



— A2 —

la formule qui précéde, rapprochée de la méme formule (6)
supposée appliquée & la surface o, établirait immédiatement la
proportionnalité des rayons de courbure pour un point quel-
conque de la surface F, si 'on pouvait prendre constamment
dans ces deux formules un méme systéme de valeurs poura, b, c.
Or, la direction (a, b, c) étant par hypothése celle de la tangente
d’une section normale, doit satisfaire pour la premiére surface &

la condition

F F F
ai+b?+62=.0,

et pour la seconde & cette autre

PRI SPS QUi |
x y z :

On voit donc qu'en général il ny a qu'une seule direction, &
savoir celle commune aux deux plans tangents, pour laquelle les
dénominateurs des formules (40) et (8) coincideront, ce qui
exclut la loi de proportionnalité en question. En conséquence,
cette loi sera seulement vérifiée pour les points exceptionnels de la
surface F, pour lesquels les plans tangents sont paralléles dans
les deux surfaces, et pour lesquels, par conséquent, les deux
conditions qui précédent n’en formant plus qu’une seule, on
peut attribuer 4 a, b, ¢ dans les formules (6) et (40) un méme
systéme de valeurs quelconques satisfaisant a cette équation
unique et a la relation

a’+6’+ A=1.

Or, on voit que les seuls points de la surface F présentant
cette particularité du parallélisme des deux plans tangents sont
les extrémités du diamétre de cette surface conjugué du plan
tangent de la surface primitive p. — Si donc nous désignons par
(X Yo, Zy) I'un de ces points, et Ry le rayon de courbure de
la surface F relatif 4 ce point, les deux sections normales déter-
minées par une méme direction de tangente (a, b, c) étant paral-
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léles dans les deux surfaces & cause du parallélisme des nor-
males , les formules (40) et (6) donreront pour les rayons de
courbure de ces deux sections :

/ F 2 F 2 F E]
n Ve &G
i = 2 ] i’
? ? ¢
V)~ )+
rapport qui, étant indépendant de la direction (a, b, c), établit &

nouveau la proposition déja démontrée, laquelle se peut formuler
en théoréme de la facon suivante :

TurkoreMe I. — « Si Pon suppose construite la surface indica-
trice F relative @ un point déterminé d’une surface donnée ¢, et
que Pon considére Vexirémité du diameétre de cette surface F
conjugué du plan tangent de la surface ¢ au point précité, les
rayons de courbure relatifs a ces deux points, et correspondant G
deux sections mormales paralléles, seront proportionnels dans les
deux surfaces. »

La considération de la surface indicatrice nous sera encore fort
utile, comme nous le verrons dans le paragraphe V, pour trouver
les conditions d’égalité de tous les rayons de courbure en un
méme point d’une surface, c’est-a-dire pour obtenir une méthode
générale propre & la détermination des ombilics. — Enfin nous
n’abandonnerons pas ce sujet, sans avoir signalé encore un point
intéressant, bien que d'importance secondaire, & propos du-
quel cette considération rend aussi un service fort appréciable.

On ne peut s’empécher de penser, en voyant les symboles Ay
et A,p revenir si fréquemment dans toutes les formules relatives
a la courbure des surfaces, que ces quantités n’aient une signifi-
cation géométrique simple, facilement exprimable en langage
ordinaire, et I'on doit désirer une formule précise de I'interpré-
tation de ces quantités pour une surface quelconque.

Pour la premiére la réponse est aisée et déja connue depuis



— A4 —

longtemps, & savoir que, si I'on considére la famille de surfaces
¢ (%, y, z) =C, ol C désigne un paramétre variable, et deux
points infiniment voisins, F'un (x, y, z) situé sur la surface
¢ (x, ¥, z) =C, et I'autre (z + d=z, y + Jy, z + Jz) situé sur
la surface infiniment voisine ¢ (x, ¥, 2) =C + 0C, et satisfaisant
par conséquent 3 I'équation

? ?
9(z,y,z)+56x+§d‘y+;a‘z=C+d‘C,

ou simplement
¥or+ ,;Jy+zo‘z=d'c,
x y z

le rapport

? ? ?
= = —dz
xa‘x-&-ya‘y-&-z X

VI

exprimera la projection sur la normale & la premiére surface au
point (x, y, z) de la distance infiniment petite de ces deux
points; et qu'en conséquence, si I'on suppose en particulier le
second point situé également sur cette normale, on aura en appe-
lant on I'élément de normale compris entre les deux surfaces :

oG - éC
(40*%). . . . —=dn, dou A47=-$-

* Le paramétre différentiel du premier ordre A4 exprime donc
la limite du rapport de I'accroissement du paramétre a la dis-
tance normale de deux surfaces infiniment voisines de la méme
famille.

Pour le paramétre différentiel du second ordre A,p, la réponse
n'est pas aussi facile, et Lamé, qui a introduit I'un des premiers
dans la science la considération de ces paramétres et leur nota-
tion, propose simplement pour celui-ld une interprétation fon-
dée sur la considération des. flux de chaleur, qui ne saurait

———— T
i
I

e
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trouver place dans une théorie pure d'analyse appliquée & la
géométrie (*).

Or, c'est ici que la considération de la surface indicatrice va
nous étre d'un précieux concours, en nous fournissant une ré-
ponse simple et entiérement satisfaisante & ce dernier point
de vue.

En effet, si nous désignons respectivement par 2/, 20, 21" les
longueurs des trois diamétres de la surface indicatrice dirigés
suivant la normale & la surface primitive et les deux tangentes

~ aux sections principales de cette méme surface, ayant déja par

I'équation (39) :

1 x= A 1 =+ Ap

it S L U

nous obtiendrons immédiatement le troisiéme demi-diamétre /
en éliminant les coordonnées (X, Y, Z) de son exirémité entre
les équations de cette droite qui peuvent s’écrire :

X—z Y—y Z—2z

? T ? Ap

Yy z

]|

et Péquation de la surface indicatrice (38), ce qui donnera &

cause de I’homogénéité de la fonction F,

EF(z,z,z)ﬂ.,

Ay \z Yy z

d’ou,
h (f;,z,t) +1
Ay \x y z [

Or, comme nous avons en général par. la premiére égalité

(*) Voir Legons sur les coordonnées curvilignes, § XVIi, page 28,
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(28), en nous rappelant que H = g+ g7, et multipliant

par Ap:

1 1 1 (9 ? ?)
— —_—] Ay = —-—F —y =y =]
(R'+R") =t Al \z 0y z

nous trouverons immédiatement, en substituant dans cette der-
niére égalité les valeurs que nous venons d'écrire,

1 1 1

ou bien :
1 1 1
e e e e e =t-+—* —,
(“) A’? :i:" ‘I’ lﬂ'

équation qui fournit une interprétation géométrique trés simple
du paramétre différentiel A,p, interprétation que nous formule-
rons par le théoréme suivant :

Tutorise II. — « Le paramétre différentiel Aqyp est égal d la
somme algébrique des inverses des carrés de trois demi-diamétres
rectangulaires de la surface. indicalrice, dirigeés respectivement
suivant la normale & la surface primitive et les tangentes aux
deux seclions principales de la méme surface, le premier de ces
carrés étant pris avec le signe du second membre de Uéquation
de la surface indicatrice, et les deux autres respectivement avec les
signes des rayons de courbure principaux correspondants (*). »

Remarquons enfin, comme derniére observation, qu’ayant
déja donné en terminant le paragraphe précédent, pour le cas
particulier des surfaces & centre du second ordre, une interpré-
tation géométrique des mémes quantités A;p et Aqp fondée sur
des considérations toutes différentes, et qui par conséquent ne se

(*) Lorsque cette surface indicatrice est un ellipsorde, on peut done dire simplement,
en vertu d'une propriété connue, que le paramétre différentiel du second ordre Agp est
la somme des inverses des carrés des trois axes de la surface indicatrice.
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confond pas avec celle que nous venons d'établir pour une sur-
face quelconque, le rapprochement de ces deux interprétations
constitue deux propriétés géométriques ou théorémes relatifs aux
surfaces A centre du second ordre. Toutefois, celui de ces théo-
rémes que I'on obtiendrait ainsi par la comparaison des deux
interprétations de Ayp est a la vérité fort connu, car on voit im-
médiatement, en se reportant aux formules du paragraphe pré-
cédent, que la surface indicatrice étant dans ce cas une surface
identique & la surface proposée, I'égalité résultant de I'élimination
du symbole A,p entre la seconde équation (32) et I'équation (41)
exprimera simplement que la somme algébrique des inverses des
carrés de trois diamétres rectangulaires de la surface proposée
est constante, propriété fort connue et souvent rappelée, au
moins pour Pellipsoide. Quant & I'autre théoréme qui résulterait
de méme du rapprochement des deux interprétations du symbole
A4 et que nous ne croyons pas nécessaire d'énoncer en toutes
lettres, nous ne pensons pas qu'il ait été encore formulé, et il
constitue par conséquent, croyons-nous, une proprlete nouvelle
des surfaces du second ordre.

En résumé, nous pensons donc qu'il y aurait utilité et avan-
tage 3 introduire désormais dans la théorie de la courbure des
surfaces la considération de la surface indicatrice sur laquelle
nous venons d’appeler I'attention, et dent I'équation & la fois
simple et symétrique se rattache si intimement aux formules qui
constituent la base de cette théorie, et a en déduire ensuite la
notion et les propriétés de I'indicatrice, qui en dérivent immé-
diatement, ainsi que nous l'avons fait voir en commencant ce
paragraphe.

Ayant ainsi exposé tout ce qui a rapport a la courbure d'une
surface en un point quelconque, nous allons maintenant, comme
application, envisager le cas intéressant d’un systéme triple ortho-
gonal de surfaces, en établissant le célébre théoréme de Charles
Dupin, relatif a cet objet.



""8—

[V. — SYSTEME TRIPLE ORTHOGONAL DE SURFACES. THEOREME
pE CuarLes Dupix. Fornures pe Last.

Les équations (9) ou (12) que nous avons données pour déter-
miner la direction des sections principales, contiennent implici-
tement le célebre théoréme de Charles Dupin, sur les systémes
triples orthogonaux, consistant en ce que « {rois surfaces formant
un pareil systéme, c’est-a-dire se coupant réciproquement d angles
droits, admettent pour intersections chacune leurs deux lignes de
courbure. »

Les lignes de courbure d’une surface étant en chaque point,
comme I'on sait, dirigées suivant les sections principales relatives
a ce point, il suffira pour établir ce théoréme de montrer que,
dans un systéme tripleorthogonal, la courbe d’intersection de deux
quelconques des surfaces est dirigée suivant I'une des sections
principales, relatives au point commun, de chacune des deux
surfaces ; car il est facile de voir que, si I'on suppose cette condi-
tion remplie, chaque surface sera bien coupée par les deux
autres suivant ses propres lignes de courbure.

En effet ayant désigné par ¢, §, et w les trois surfaces compo-
sant le systétme donné, supposons que nous laissions constantes
les deux surfaces ¢ et y, et par conséquent aussi leur intersection
que nous appellerons C, et que nous fassions varier le paramétre
de la troisiéme surface =, de maniére 4 déplacer successivement
le point commun aux trois surfaces tout le long de la courbe C,
dans chacune de ses positions les trois courbes d'intersection
étant par hypothése dirigées suivant les sections principales de
.chacune des surfaces, on voit qu'en chacun de ses points la
courbe C en particulier sera dirigée suivant I'une des sections
principales de la surface ¢ relatives & ce point, et par conséquent
elle coincidera bien avec I'une des lignes de courbure de cette
surface; il cst évident d’ailleurs que I'on pourrait répéter suc-
cessivement le méme raisonnement pour chaque intersection, et
pour chaque surface.

D’autre part, d’aprés la définition méme du systéme orthogonal,



I'intersection de deux quelconques des surfaces étant normale
a la troisiéme, et par conséquent les tangentes aux trois courbes
d’intersection au point commun étant précisément les trois nor-
males au méme point, I'énoncé auquel nous venons de ramener
le théoréme revient & dire que, au point commun, les normales de
deux des surfaces sont dirigées dans le plan tangent de la troi-
siéme, précisément suivant les sections principales de cette der-
niére. '
Soient done, suivant les notations déja employées, respective-
ment : ' - -

: Lpsyy, Myph, AR’V

les cosinus directeurs des normales au méme point des trois
surfaces \

¢y, 3)=c¢, y¢(xy2)=c, o(x,y2) == ¢,

composant le systéme triple orthogonal; d’aprés les explications
qui précédent, la proposition que nous voulons démontrer con-
sistera en définitive en ce que les deux directions (X', p', »') et
(", p”, v*) sont précisément les deux tangentes aux sections
principales de la surface 9, et de méme (2", p”, ") et (4, &, v)
celles de la surface ¢, et enfin (4, i, v) et (A’ ', ') celles de la
surface @.

Telle est la proposition que nous allons établir successivement
de deux fagons différentes, mais pour cela il nous est nécessaire
de rappeler auparavant que les neuf cosinus ci-dessus pouvant
servir & définir un nouveau systéme d’axes coordonnés rectan-
gulaires satisfont par hypothése aux six relations bien connues:

3 o4 pt 4 =1, Vi g 4 vy =0,
(42). 2 p S =, AV pp "y =0,
2V p't =, N+ uu 4w =0,

ou, ce qui est la méme chose, aux six suivantes :

A AT 2" =, pr + p'v 4 u'=0,
(45). I" “+ l"‘" + l““’ :___ ‘, ~’A + ”I}I + yu)n?= 0’
W Y=, p+ Vg + 2"y =0,
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ou encore aux neuf suivantes :

y =y — v'p", Vep'ly—yg, A=y — ’l‘"
(48). { p=y2"—12"", W=i2—12"y, p'=un'—,

"

[‘"—p’l", v Iﬂl"ﬁ—/& 2, o' =A.ur_“11'

y==)

en supposant que les nouveaux axes présentent la méme disposi-
tion que les anciens, ce que nous avons évidlemment le droit de
faire, puisque nous pouvons prendre arbitrairement le sens con-
sidéré sur chaque normale. Ces préliminaires établis, il est facile
de déduire des équations (9) ou (12), la démonstration du
théoréme énoncé.

PREMIERE DENONSTRATION. — A cause de la symétrie compléte
entre les trois surfaces, chacune d'elles pouvant étre prise indif-
féremment pour la surface ¢, il suffira évidemment de montrer
que les directions (X', p', »') et (3", n”, v") sont bien les deux
tangentes aux sections principales de la surface ¢ (x, y, 2) =¢;
ce qui s'établira en prouvant que les deux systémes X', p', ' et
X', p”, ", satisfont I'un et I'autre aux équations (9) ou (12) qui
déterminent les sections principales de cette surface, dans les-
quelles R est censé représenter la fonction de a, b, ¢, définie par
I'équation (3), c'est-d-dire que, si I'on pose, pour abréger,

A A
45). . . R—‘f =F(, &, 7), E‘f =F (", p", 9",

R, et Ry représentant ainsi par hypothése les rayons de cour-

bure des sections normales correspondant aux directions (¥, ', v")
et (A", u”,v"), on a bien par exemple:

F AS
‘H(A’#'9"’)—E;,‘A1?= 2).'—'!'
4
dF A}
[ ;n()',P',V')—d—I‘,A‘?=—2,"R—‘?,
i 1
.y, . OF , , Alp
o ———alp=—— 9y
z ( ’P’y) dyl ‘, id Rl,
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et "o F 9" Ay
I —_— —N" —
II(A s v") = R,
dF 4}
Lo,y — g M =—%" E‘!
y “ :
’ ' dF i A:,
n(x',y' ")—d,, p=—2" g

ou I'un des deux systémes d'équations seulement; car, s'il est
établi que I'une des deux directions correspond & I'une des sec-
tions principales, l'autre direction qui est perpendiculaire & la
premiére par hypothése correspondra nécessairement & l'autre
section principale.

Pour établir ce résultat relativement a la premiére direction
(¥, &', V'), nous poserons :

3
=L, o) — o alp - 0 B,
R,
dF Aw
B=§n(x,p,v)—- - 8%p + 2 R’
dF A}
"—"n() $l"”,)"" Ai? + 2 i!;
4

et nous démontrerons que les trois quantités A, B, C sont toutes
trois nulles, en établissant entre elles trois rclations linéaires et
homogénes, assez faciles a obtenir, et qui, ayant leur déterminant
différent de zéro, ne peuvent étre satisfaites que par des valeurs
nulles de ces quantités.

En effet, en multiplant d’abord les équations qui précédent
respectivement par A, p, v, et ajoutant, on obtient en ayant égard
successivement aux valeurs (10), aux formules (42) et a I'équa-
tion de définition (8)

lA+pB+vC=(At+p§-+v?—)lI(x',p',v')

( dF df

d1’+“d' )A}y+2()A’+py. +w)

dF dF dF
! ? + ? ) A.f = 0.

=AM (¥, f‘" vV)— (; dl ydp’



De méme, si nous remarquons qu’en raison des valeurs (10)
les deux derniéres formules de gauche (42) peuvent s'écrire,

(46). A'!+p'£+v'!-=0, a? +p"? 9"—=0
z y oz z y

nous obtiendrons, en ajoutant encore les mémes équations res-
pectivement multipliées par X', ', v/, et tenant compte de I'ho-
mogénéité de la fonction F, ainsi que de la valeur ci-dessus (43)
de R, et des formules (42) :

AMA 4+ 4B 4+ vC = (A’ 14 “+u 4 +v’3) oz, p,v')
z Y z
( ,dF , dF

dF , o Alp
Frasds d—“,+v'z;-,) Al +2(A"+pt 4 v')-l-i: =0.

Enfin, ajoutant encore une derniére fois les mémes équations
respectivement multipliées par A", 1”’, v, et ayant égard aux
équations (46) que nous venons d’écrire, aux formules (42) et &
I'équation de définition (2), nous obtiendrons de méme :

l"A+}L"B+"'C=(A‘I£+ﬂ"Z ",)l'l(l,u,v')
y

+ dF)
' wt'

3 ] L ] [ ) ’
=2 [R" (A’—’—,—l—p’i-l—v'i) +p (},'? +PIP /L)
T xy zx zy y yz

2 1
+’ (A' LA p.'—?; + v'i’-)] AYp
zx y z

dF , aF
(A" Alp 4+ 2(A'A" 4 p'p" +4'Y) :
4

2
___2.[ i +#’P";—+V’¢’?—,

l 2
+ (Pl " + y'f‘”) + (y "II + AI II)__ + (A' ” + FIAII) ?_y] A}?,

_ ousimplement, en vertu des formules (10) supposées appliquées
aux surfaces y et =,

24%
A '

(#B7). . . . MA+p"B+s"C=—



en posant pour abréger :
] L ] L
L=t  t5f  voY

xzx* yyy' zz2

R | ) 3 ]
+ (£3+?_3)L+ (£z+£z)f_+ (£3+£3) L

yz zylyz Tx x2z/zw xy yx xy
Or, il est facile de voir que cette dernicre quantité est nulle,
€1, par conséquent, aussi le second membre de I'équation qui
précéde, en posant de méme par permutation circulaire des trois
lettres pyetw:

2 ; § 2
+(31+'_=z)+_+ (3f_+31)*_+ (“? ,,zt)L,

yz 2yl yz z2x x2z/zx ;_t—/ yx/ xy
* o
N=ItE  reE  pie

zxx* yyy' zz3
+(ttert)e (:L,z!)i w(rtart)2,
- \yz  zylyz zx xz/2% xy yx/zy
et se reportant aux trois formules de gauche (42) qui expriment
T'orthogonalité du systéme et qui peuvent s'écrire en vertu des
formules (10), supposées appliquées successivement aux trois

surfaces : -
rx Yy 2=z
v 'w i~3 <
8. . ... IP ZF L ZF o,

zx yy zz
. L xx yy zz
car, si I'on différentie la premiére, par exemple, successivement
par rapport & x, y et z, ce qui donne :
syt sy sy ¢y ¢y
—— e —— - — +
rx' yyr zzx xx yyr zzx
oy ¢ oy ¢yt ¢y ¢
—— - - — - — - — +
x Ty Yy zzy Ty Yy zZzy
k] 2 : ] 8’ 2

£7z yyz 22 %% yyz 2%

. ( ‘sblo)
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et que I’on ajoute ensuite ces derniéres équations respectivement

multipliées par £ 5» ;’, on voit qu'on obtiendra précisément

la premiére des trois équations suivantes :
M+N=0, N+L=0, L+M=0;

les deux autres résultant évidemment de la simple permutation
circulaire des trois lettres ¢, ¢ et =, puisque les trois équa-
tions (48), qui nous ont servi de point de départ dans ce dernier
calcul, se déduisent elles-mémes les unes des autres par la
méme loi.

Or, ces trois derniéres équations donnent évidemment, en
retranchant successivement chacune de la somme des deux

autres,
L=0, M=0, N«=0;

et, par conséquent, en substituant dans le second membre de
I'équation (47), nous aurons la troisiéme relation :

1"A + p"B + y"C=0.

Nous avons donc, en définitive, trouvé ainsi, pour déterminer

les trois quantités A, B, C, le systéme des trois équations
linéaires et homogenes : '

AA +pB +C =0,
49. . . . . . {VA+p'B4+yC=0,

V'A+ x"Ba v'C=0,
lequel, ayant pour déterminant, en vertu des formules (44)
et (43), '
My — )+ N (pv—v"g) 4= 2 (py — ') = N+ AP 2=,
c’est-a-dire une quantité différente de zéro, n’admet que le seul
systéme de solution A =0, B=0, C=0; ce qui montre que
la direction (X, ', v") est bien la tangente & I'une des sections
principales de la surface g, et, par conséquent, la direction per-

-pendiculaire (X', p”', y") est forcément de méme la tangente &
I'autre section principale. ‘

Nous venons d’établir que la direction (X', v’ ¥") satisfaisait
bien aux équations qui déterminent les sections principales de la
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surface ¢, en prenant ces équations sous la forme (9) qui est la
premiére sous laquelle nous les avons rencontrées; mais il ett été
tout aussi facile pour établir ce résultat de prendre ces mémes
équations sous la forme (12). Nous serions ainsi arrivés aussi
aisément, quoique par d'autres raisons, au méme systéme (49)
pour déterminer A, B, C, d’oti nous aurions tiré les mémes con-
clusions. Nous ne recommencerons pas le calcul sous cette
forme, parce que, le but et la méthode de la démonstration res-
tant les mémes, I'intérét de ce nouveau calcul paraitrait médiocre;
mais si le lecteur tient & faire la comparaison de ces deux procé-
dés, afin de pouvoir faire en connaissance de cause un choix
entre les deux, il lui sera facile d’extraire textuellement ce second
calcul des développements que nous allons présenter & propos
de la seconde démonstration du méme théoréme, laquelle sera
basée, quoique avec une méthode différente, sur la considération
de cette seconde forme d’équations (12).

Avant de commencer cette démonstration, nous devons décla-
rer également que nous ne la recommandons pas comme
méthode d’exposition, bien que la méthode en soit celle méme
indiquée par la position de la question, parce que les écritures
en sont un peu longues et I'appareil un peu compliqué; mais
nous croyons néanmoins devoir la développer ici, parce qu'elle
fournit un bon exemple de calcul, et qu’elle nous mettra en
méme temps sur la voie d’autres propriétés géométriques inté-
ressantes du systtme orthogonal, découvertes par Lamé au
moyen de ’emploi des coordonnées curvilignes.

II° DnonsTraTION. — L'esprit de cette démonstration consiste
a vérifier simultanément pour les trois surfaces du systéme par
une méthode analogue a celle que nous avons déja employée
dans la démonstration précédente, que les normales des trois
surfaces au point commun sont bien en méme temps les tan-
gentes aux sections principales des mémes surfaces relatives au
méme point. En d'autres termes, nous nous proposerons d’éta-
blir & la fois que les disections (X, g, v') et (3", ", v'"") satis=
font bien aux équations (12) pour la surface ¢, et de méme les
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directions (X, p", ¥'') et (4, w, v) pour la surface § et les direc-
tions (4, p,v) et (X, i, ¥') pour la surface w.

Pour cela, définissant, comme tout a I'heure, R, et Ry par les
équations (43), c'est-d-dire appelant encore R, et R, les deux
rayons de courbure des sections normales de la surface ¢ corres-
pondant ‘aux directions (X', ', v") et (1", u”, ¥""), et de méme
par analogie R,, et R,, ceux de la surface { correspondant aux
directions (1", p", v"') et (4, p, v), et enfin R} et Ry ceux de la
surface = correspondant aux directions (3, , v) et (A', p', v), et
ayant posé simultanément :

A A A A A A A"

A
A‘=Al_+“l_+yl___’ A,=A"—+/.¢"—+v"—.———,
x Y z R, x y z R,
! ”
B,=A’ﬁ-+ p'i-i- g E_E B,=A"-£—+p"i+v"ﬁ--—'—‘—,
R,’ R
X y z 1 x y 4 q
"
c =\ — 4 ) y, " " " 4 4
4 p—+y—=——, IG=N"— g — Y ———
Yy z R| z Bg
, ’ ! A’ A" ;\’ A' A’
‘A‘=A"—+;"—:'-I—+v"-——ﬁ-, A;=A?+P_3-I—+y__§'_’
1 z I
. ’ . ’ ’ n ’ ’ !
y r 2, ! ’ F
(80 B o D s W= o o
1 '
, ’ ’ J, ’I' ’ ’ yl y
\ci——'-l"——-kp."—-i'll"—;——-]?, C;=A——+H;+ Yy ———
' N
, " Au Au }‘A . , All , )»" , A” A’
A,-—A—-ﬂ-p?/—-kv—z——-i;’ A,=A;+p.—-+v—;-—“:,
4
" ” ”n ”n 7 ”n ’
" & ~ " , , [
B,—}.—--F[L%-l— V;—R', B’=AI%+IL + -;—-B—:-,
1
" 7] ’” ] " " '
¥ v y . Y y v
C=A— 4+ p—+yv———, C,=A'—+y.'—+v——n,,
Yy z 1 '

Nous démontrerons que les dix-huit quantités A, B,Cci-dessus
sont toutes nulles 2 la fois, ce qui établira bien que la direction
de chaque normale satisfait aux équations (12) pour les deux
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autres surfaces, puisque dans ces équations (12) R représente
par hypothése le rayon de courbure de la section normale cor-
respondant a la direction (a, b, ¢) ou en d’autres termes la fonc-
tion de a, b, ¢ définie par 1'équation (B). Et il sera établi par
13 méme, par voie de conséquence, que R, et Ry, R; et Ry,
R} et Ry sont bien les rayons de courbure principaux respecti-
vement des surfaces ¢, | et =.

Nous arriverons comme tout & I'heure & ce résultat en établis-
sant, entre les dix-huit quantités A, B, C ¢onsidérées, dix-huit
relations linéaires et homogénes qui ne peuvent étre vérifiées
que par des valeurs nulles de ces quantités.

A cet -effet, nous bornant d’abord & considérer les six quan-’
tités A, B, C qui sont relatives 4 une méme surface, 4 la sur-
face ¢ par exemple, nous formerons sans peine les cinq combi-
naisons suivantes : A

1° D’abord, en vertu des équatigns (42),

d d
A =2 — (A P (A S
1+ pB, +C, Adx(l.-kp-o-v’)-ﬁ-pdy( +;u+.)
d 1
, A' 0y ' ' vl 2
+ d_z( + u -t-v’)——R‘(Ml + up' 4+ ) =0,
et, pour la méme raison,
‘ d d
=" 3 2 " 2 3
Ay + pBy + 4Gy da;()' + @) dy(}.-r-y.-l-vf)
+v"—-d (A 4+ 2+ 5% ! NA 4+ &y 0
= R,‘( + &'+ ') =0,

2° De méme en ayant égard successivement aux valeurs (23),
aux mémes équations (42) et a la formule (2),

A v
A’A.—l—pB,+vC.=A"— +,u”§+v z

. .
+u'y (:+ l—‘) + 2 (ﬁ “+ 1) + AN (f +ﬁ) —— (A )
y z/ - z =z x y/ R

-1 [,, (,_ —a ) e (f_"_#if:) - (z_ )
A x z y y z z



1 A s A A
+ Ky (21-— -ﬁ—-pA',)+v).' (! ,——A'—,—v ")
z zZx

yz y z x
2 A A
+A'p'(2-,?-—p—.‘!—ll)]—’—
xy x Y R,
1
=-—(A”1+;¢"! +‘2;c"? +an QA',u'L)
ap\ X y 3 yz 2z zy
) ’ , ,A‘, IA‘? 1
——M+pﬂ+w ( 4 + g — 4y —)——
( ¥ Few K

1
=_F;.’ 74 P
Ay ¥y 7) R,

Nous trouverions identiquement de méme :
1 1
A'Ag+ "By + v'Cy = — F (A", ", V') — —>
Ay Ry

car, le premier membre de cette derniére équation se déduisant
du premier membre des équations précédentes par le change-
ment simultané de X', p’, v/, en X, "', v'' et de R, en Ry, il doit
en étre de méme du second; et, par conséquent, nous aurons en
vertu de nos hypothéses (43) :

NA 4+ w'Bi+vCi=0, et A'Ay+ p'By+ v'Cy==0.

3° Enfin, en ajoutant membre & membre les trois équations
suivantes :

A A
A — XAy = (3 = Xp") =+ (27 — 2=
Y z

/‘"B( _ F’B‘g — (”I“II l n) “ + (AI "___ ll"}") f‘_ .
z x
y

V'C — VG = (v — A") -+ (&’ v'ﬂ")g.

et nous reportant aux formules (44), nous obtiendrons immédia-

tement : .
’-"A‘ b F"B‘ -+ V"C‘—' (A’A‘ -+ [l’B’ -+ V’C’)

y z z =z y <«
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car le second membre de cette équation, égalé a zéro, n’est autre
chose que la condition d'intégrabilité de I'équation différentielle
totale, Adx + pdy + ydz =0, condition qui est manifestement
remplie, puisque en vertu des valeurs (10) le premier membre
est une différentielle exacte.

Nous avons done ainsi obtenu trés facilement entre les six
quantités A, B, C relatives & la surface ¢, les cinq relations
linéaires et homogénes que nous allons récrire ici:

AA‘+ﬂB‘+VC|=0, .M, +ﬂB’ "‘VC’ =0,
(50) A’A("‘ [&’B"" V’C|= 0, A”A’-"' /A‘”B,-.- V"Cg= 0,
XAy @'By 4 V'Cp — (NAy + w'B; + ¥'C) = 0.

Il est clair que chacune des trois surfaces, considérée isolé-
ment, nous fournira cinq équations, analogues, qui se dédui-
ront de la précédente par la permutation des trois surfaces, ou,
ce qui est la méme chose, des trois normales, c'est-a-dire par la
permutation circulaire des trois systémes (4, u, ), (X, p', ¥') et
(xi’ P'”’ V”).

Ayant donc le systéme (50) pour la surface ¢, dont la normale
est (A, ., ¥), nous aurons pour la surface {, dont la normale est

>, py ) :
YAy + kB, +/C =0,  NAj+ By v Ci=0,
31) ) 2Al+ B SC— 0, AA} + uB) + =0,
A 4 1B, 4 5C, — (WA} + 1By + #'C}) = 0;

puis pour la surface =, dont la normale est (3", p”, "), cet autre
systéme :

VAl+ £'Bi+-v"Cl=0, A"Aj+ u''Bi++"'Ci=0,
(52) | A} + B} +4C, =0, XAj+ &'B]+yC;=0,
NAY + u'Bf 4+ v'C{ — (AA7 + uBy + »C}) = 0,
et les trois systétmes (30), (81) et (82) nous fournissant déja

quinze équations entre les dix-huit quantités A, B, C, il nous
en reste encore trois autres & trouver seulement.
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Nous obtiendrons ces trois derniéres relations avee la méme
facilité que les précédentes en formant la eombinaison :

NAJ + /By + v'Ci + A"Ag 4 u'By + v'Cy

(7]

d
_— Ad'—m(l’)‘" -+ I‘“ -+ V’V”)
-+ I‘i(AIAI' -+ #’F" -+ v””)
dy
d rorr
+ v — (M2 4 g v
dz
‘ ’ ’ ' ’ ’ J
— = (W 4 g+ W) —— (A2 + '~ V) =0,
R] Rl

toujours en vertu des mémes formules (42). En permutant encore
une fois les trois normales, ce qui revient & permuter les trois
systémes (3, i, ), (X, ¢, V') et (1", p”, v") circulairement entre
eux, nous obtiendrons ainsi le dernier systéme de trois relations :
NAY + &'Bl + VCp + N'Ajt Byt v'Ce=0,
(83) . { A'Ay+ &"By + ¥'Ci + AA] + uBy + vC3-=0,
A 4+ 4B + Cp 4+ NAg + 'By +/C; =0,
lequel, joint aux trois systémes (50), (51) et (52), forme un
total de dix-huit équations suffisantes pour déterminer les dix-huit
inconnues A, B, C.
Cette détermination est d'ailleurs assez facile, malgré ce que
le simple énoncé du probléme peut présenter d'effrayant a
priori, a cause de la forme trés particuliére de ce systéme, qui
permet de réduire trés aisément, par des éliminations successives,
le nombre des inconnues d’abord & neuf, puis 4 six, et enfin & trois
seulement, et par conséquent d’en obtenir sans peine la valeur.
En effet, si nous récrivons ici les trois derniéres équations de
chacun des systémes (30), (1) et (32),. nous formerons le
systéme : ’ :

.

A'A 4 1Byt ¥'Cy— (NAg 4 /By + ¥ Cy) =0,
(34) . ] 2A] + B} + 5C; — (\"Aj+ "B+ ¥"Cy) =0,
NA] + u'B; + v'C; — (AD + uB; +5C; ) =0,




_ qui, rapproché du systéme précédent (83), permet d'isoler trés
simplement soit les inconnues affectées de I'indice 1, soit celles
affectées de I'indice 2 : car, en ajoutant la premiére de (54) a la
troisitme de (33), nous -obtenons la premiére des trois sui-
vantes : '

N'Aj+ "B+ v'Cot AN, + uB] + C) =0,
M| -+ uB] 4+ C, + NA; + 'B} + /C] =0,
NA] 4 @B 4 v'C} + XA+ 1"'Bya-v"Cy= 0,

les deux autres s’en déduisant immédiatement par permutation
circulaire des trois normales, puisque les trois. équations de
chacun des systémes (53) et (84) se déduisent elles-mémes les
unes des autres suivant cette loi ; et de méme, en retranchant la
premiére de (54) de la deuxiéme de (83), et opérant ensuite par
permutation circulaire, nous obtiendrons cet autre systéme :

NAg 4 u'B; + V'Cy + AA] A By 4+ 4C; =0,
A'Ag+ p'By-+ v"'Cot- XAy 4 By + VG =0,
A3 + uB] + 0} 4 A"Aj+ w'By+ v'Ci=0,

. chacun de ces deux derniers systémes ne renfermant plus qu'un
seul indice, c’est-d-dire neuf inconnues seulement au lieu de
dix-huit. ' :

Maintenant, pour isoler les inconnues relatives 4 une méme
surface, il suffira, dans chacun des deux systémes qui précédent,
de retrancher successivement chaque équation de la somme des
deux autres, ce qui donnera les six équations équivalentes :

AN A" Bytv'C)=0, 2(AA} +uBj ++C}) =0, 2(NAj+'Bj++C;)=0,
WAy +4'By v/ Cy)=0, 22" Ajt"Bit"C)=0, 2(AA}+uB;++C;)=0,

lesquelles, étant rapprochées des quatre premiéres des systémes
(50), (51) et (52), permettent de remplacer le systéme primitif
cntre les dix-huit inconnues par la collection des six systémes
suivants entre trois inconnues seulement :



XA +u'By +v'Cy =0, MA{ 4B 4+-/'C; =0, NA{ 4-x'B] ++'C] =0,
A'Ap By ' C=0, A"Aj4-u"'Bi+v''Ci=0, A'Aj+x"Bi+v"Ci=0,

Ay +uBy +C; =0, AAy +uBy +C; =0, AA; +uB) +C; =0,
ANAg i’ By +v'Cy =0, NA; +p'By +2'Cq =0, NAj-+u'B; +vC; =0,
N’ Ayt Byy ' Cy==0, A" Ag+-1'Bys''Cq==0, A''Ag+p''Bi+v'Ce=0.

Les dix-huit inconnues se trouvent donc ainsi partagées en six
groupes de trois inconnues A, B, C relatives & une méme direc-
tion et & une méme surface, chacun de ces groupes étant carac-
térisé par l'indice et I'accent, et ces six groupes satisfont tous &
un systéme d’équations de la méme forme et du méme type, qui
est le suivant :

AM +uB +:.€0 =0,
\ AMA + 4B +/C=0,
( VA4 p"'B+ v'C=0.

Or, & la place de ce systéme, nous pouvons évidlemment con-
sidérer le systéme équivalent formé en ajoutant successivement
les trois équations multipliées respectivement d’abord par 4,2’ ,1”,
puis par g, ¢, 1", et enfin par v, ', y", c’est-a-dire :

(A 4 WP N A (Ap A 27 ) B (A + Y 4 A" C =0,
(Mt N4+ 2" ) A (4 p? 4+ 4'?) B (pvp'y'+p""y") C=0,

(M-l-A’ﬂ'-l-A":l")A'l‘(ﬂ‘/-l-ﬂ’V’-!-‘I.”V")B-i- (V’-’- y'l -+ ynt) C=0;

lequel systéme se réduit simplement en vertu des for-
mules (42) &
A=0, B=0, C=0;

ce qui montre que les dix-huit quantités A, B, C sont bien toutes
nulles, ainsi que nous nous proposions de I'établir.

Outre la propriété géométrique importante qui était le but
principal de nos calculs, la démonstration qui précéde fournit
encore ce résultat intéressant qui en est comme la traduction
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analytique, et qui nous sera fort utile tout a ’heure, a savoir qu'il
existe dix-huit équations différentielles simultanées, aux dérivées
partielles du premier ordre, entre les neuf cosinus directeurs
des trois normales, et les six rayons de courbure principaux du
systéme , équations que I'on obtiendra (sans qu'il soit nécessaire
de les récrire ici), en substituant partout zéro aux quantités
A, B, C, dans les premiers membres des dix-huit équations du
tableau (49"*). Mais ces dix-huit équations ne sont pas les seules
du méme genre qui existent entre les mémes quantités, et il
nous reste a en faire connaitre neuf autres, trés remarquables
par leur forme, qui nous seront utiles également pour parvenir
a d’autres propriétés géométriques intéressantes.

Pour cela, nous poserons par analogie avec nos notations de
la démonstration précédente :

A )s” Al
A5=A—+ﬂ—+v—+—7+-—"!
z 1 R,
' " ’
Bg=}.i+p£+vi+y—"+l‘—.’
X y z R‘ Rg
c N v y - P A
= A —p— et Y — o — 4 —>
’ x Fy z R; R;
, ! , A’ )" A A”
A=A —pd — Y — 4+ —+ —»
x y z R, R;
! [ 1 ”
., i B Booop K
.. Bi=A —+p — 4 ¥ — e — 4 —>
(3%) s x # y ? z R, R;

y z R, R,

n " ”n A’ )
A"'__AI_+PII_+VU—+_T+_’
y z R, Ry

" n n ’

. I K Iz
Bg—l" + i . vu{"' o —

y z R R

" vl' n yl y
Ci=2"—ap' — ) — — + —

y z - Ry
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les quantités dénotées par les mémes lettres se déduisant encore
les unes des autres par la permutation circulaire des trois sur-
faces; puis nous formerons, comme tout & I'heure, la combi-
naison :

d d
Mg + pBy + Oy = A—-(A’+1A +f)+u—(l‘+p + )

d ‘ ’ ’ 1z ‘ ’ ’
-+ V;(A'-l—p’-i—f)-bﬁ(ll'-i-ppl -+ )+R—;(M + pp ),

et par conséquent, en vertu des équations (42), nous aurons la
premiére des trois équations :

Myt+pBs+-3C =0, ANAj+pBy+v'C;=0, A"A}+p""B]++"Ci=0;

les deux autres se déduisant de la premiére par la permutation
des trois surfaces.

Puis, nous reportant au tableau (49*) de la démonstration qui
précéde, nous formerons de méme les deux combinaisons :

. . . d
NAg 4 1By v'Cy 4 AAg + uB; + vC,=Ad—(A).' + up' + )
i
d ’ ’ ! d ’ ! !
+;u7-(». + pp +w)+v—(n + pp + )
Y
‘ ’ i 1,0 2 2 L}
+i‘—,().)t + ' +vv)+ [). + x4y -—(A+,u+u]
4
” 17 ’) d ”
MNAg+ ' By C.+AA.+#B.+JC,=A—(M + up’ 4+ w")
d ”n " 4 d ’
+pd—y(u -+ +/v)+v (AA'-;-,u,u + ')
{ rn " 1
(WA -y )+——,[A”'+p T ()],
Ry R

c'est-a-dire, toujours en vertu des mémes formules (42), et en se
rappelant que d'aprés la démonstration précédente les quantités




A,, B,, C, A}, B}, C}, sont toutes nulles, la premiére de cha-
cune des deux groupes :

AMAs +u'By +Cy =0, A'Ag + "By 4 v'Cy =0,
NIB KB+ G0, | My By oG =0,
Mg + uBy +C; =0, AMAF + «'By + v'C; =0;

lesquels, étant rapprochés du précédent,donnent pour déterminer
les nouvelles inconnues A, B, C, les trois systémes :

My +uBs +1Cy =0, Az +uBg +1C; =0, AA; +uB; +C; =0,
NAg +u'By+7'C=0, AAj+x'Bg++'Cy=0, A'Aj +x'B; ++'C; =0,
2" Agt e Byy" C=0, A" Agt-p" "Byt Cy=0, A" Ag+ "' By+v''Cy=0,

Cest-d-dire, en vertu de la démonstration déja fournie, que les
neuf quantités A, B, C définies au tableau (55) sont aussi toutes
nulles; et par conséquent nous devons joindre aux dix-huit équa-
tions provenant du tableau (49"*), ainsi que nous I'avons expliqué,
les neuf obtenues en écrivant également 0 A la place des lettres
A, B, C dans les premiers membres des équations du tableau (35).

Ces neuf derniéres sont intéressantes en ce qu'elles se parta-
gent en trois groupes, ne contenant chacun que les cosinus rela-
tifs & une seule surface et les rayons principaux correspondant &
des sections normales dirigées précisément suivant la normale a
cette méme surface, et qu'elles présentent par rapport & ces
cosinus considérés comme inconnues le type bien connu, mais
assez rare, des équations de I'hydrodynamique.

Ces équations nous serviront en premier lieu & transformer
I'expression des six rayons de courbure principaux, qui résulte
immédiatement du théoréme que nous venons d’établir, en une
autre qui nous aménera tout naturellement & I'introduction des
coordonnées curvilignes, et de 14 nous arriverons sans peine,
comme on le verra, par le moyen des équations (49*) et (33),
aux formules remarquables que Lamé a données pour cette théo-
rie, 4 I'aide de ce nouvel instrument analytique.

Pour cela ayant en particulier pour la premiére surface, entre



les trois cosinus }, p, v, de sa normale et les deux rayons princi-
paux R} et Ry des sections des autres surfaces dirigées suivant
cette normale, les trois équations :

A;=0, By=0, Cy=0,

c’est-a-dire les trois suivantes :

{ A A A A 2
A—t+p—+yv—4 — 4+ —=0,

x y z R} M

”n !

K K

(58™). . . Af+p-+v—+’—‘7+ f,—=0,

R R

X z . "

A3

, v v M 4 v :
A—t+ p—+yv—+ —+ —=0,
|z y =z 1+ Ry

nous y remplacerons les dérivées des trois cosinus A, ., v par les
valeurs du tableau (25), ce qui transformera ces équations dans
les suivantes :

17 - 1 3 A A A AN
—|af L Y (e W+—..+—.'==0,
Al @ R, R,
‘ - 2 2 : ] A A A T " !
_ A—+p—’+v——p(l—‘!+p—‘!+v—‘f +ﬁ;+'“—,=
A yx y Yz y z Ri R;
AT ot * 2 A a ap\l VY
— AL+/A—?—+vi’——v( ‘?-0-/4 LA ‘?) +—+—=0;
lagl zx 2y z R{ R,

0,

puis, nous reportant aux équations (29**) et (27), et multipliant
par A;p, nous les mettrons sous la forme :

A A YU
B 1905 WY ()
yz

My R (? P ?) (F" #')
LA ey = AP — —] =0
y oy \xy z R TR ’
Ay v (? ? 9) (”" "')

. Sy ) A — 4+ —] =0,
z &y \z gzl T\RiT R
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Cela posé, nous obtiendrons immédiatement une nouvelle
expression des rayons de courbure principaux R} et R; en ajou-
tant & deux reprises différentes ces trois équations multipliées

"

successivement par X', p ,v' etd”, s v",.ce qui donnera les deux
suivantes :

A A A
A ‘?+,m—‘i v-ﬂ———(u “+ pp’ +/v)F(—a£ai)
x y z Yy z

1
+ Ay [ﬁ;(}.’x” + pu ) +§7(A" + p" + v”)] =0,
4 2

A A A 1
A"£+p"-ﬂ-+ yll“_? A’ A ,u,u " W")F (?, 1' 1)
x Y z ie

1 1
+A|? [’ﬁ:(l"’-‘_l‘"’*" "”’)"'R_;()")‘""'/"/‘"+”'V”)]=0:
4

lesquelles se réduisent en vertu des équations (42) 4 la premiére
de chacun des deux groupes ci-dessous :

A{? AU'A_‘Z -I-/,.‘"-A‘-I._'_y"'AL?‘ l‘__AI_.'?=A' ﬂ + #I eﬂ_'_ yl '_A‘_?-

R, x Y, z R, x

A A A A A A A
C1) Al SOl S 3 e ST P AP

R, x y z R, x y

A Am , A A | Aw Aw Aw A

—_——A— U — Y — —— = At U — - YV—)
R4 X Yy z B' x Yy

les deux autres se déduisant de la premiére dans chaque groupe
par permutation des trois surfaces, puisque toutes les équations
dont nous nous sommes servi font partie d'un cycle formé
d’aprés cette loi.

Nous aurions pu obtenir encore ces mémes expressions, et
peut-étre plus rapidement, en partant des dérivées premiéres des
équations (48) qui expriment les conditions d’orthogonalité des
trois surfaces; car si, par exemple, nous ajoutons successivement
les trois équations (48"), obtenues en différentiant la premiére



des équations (48), aprés les ayoir multipliées par - g, -, ‘?-, on
voit immédiatement que nous obtiendrons :

faly o daly o Al

;e = e e = ——

"z Ty 'y z z

] ] ] k]
.,_('."_) ":.,.(?_) f.,_(i_ "'_’...2"'"’"’ Q'f'_f._"’_.,.g*_"'_"__o,
«/ = \yl ¢ £ yzyz zxzx

Hlﬂ

ou, ce qui est la méme chose, en divisant par AywA}{ :

_I_(AII .A_‘i+"IlA._‘_‘£ + vl'ﬁ)
x y z

o * s 2 o
-+ L (A” 1’ +ut— Y +2u'y — 2N — —) = 0.
«* y 2 yz zx zy

Or, d’aprés les formules (3) et (2) supposées appliquées a la sur-
face =, le coefficient dc —— n’est autre que 4! AR'..“, puisque R} est
par définition le rayon dé courbure de la section normale de la
surface =, correspondant & ladirection (',,»'). Nous aurons done

ainsi en définitive :

"_'(Anﬁ?__'_,‘"A_"_P__._ynﬂ)_._ 1
Agy x Yy z

ce qui n’est autre chose que la seconde de droite des formules

; (86). Les mémes équations (48"*), multipliées, au contraire, par
2327 et traitées de la méme fagon, nous eussent donné sem-

4blablement :

Ly e
xr oz y y Tz




ou en divisant par AjpA}=, et se reportant aux définitions de la
démonstration précédente,

i.+ L(A'e-'1'+ﬂ'ﬁ'—3+v'A—'E)=0,
R Apmw x y z

c'est-a-dire précisément la troisiéme des équations (56), et les
quatre autres s'obtiendront évidemment encore par la permuta-
tion des trois surfaces.
Si donc nous n’avions eu en vue que d'arriver aux expres-
. sions (36), nous aurions pu nous dispenser d’établir préalable-
“ment les formules (55**), mais sans parler de leur forme trés
remarquable qui nous a paru intéressante a signaler, ces équa-
tions nous serviront encore par la suite, comme on le verra, pour
arriver aux autres propositions qui nous restent & démontrer.

Ces résultats obtenus, supposons maintenant que nous pre-
nions pour variables indépendantes, au lieu des valeurs dex, y, z,
les valeurs correspondantes des fonctions ¢, y, et = elles-mémes
(que I'on nomme alors coordonnées curvilignes), le théoréme des
fonctions de fonctions nous donnera, en continuant d’employer par
rapport & ces nouvelles variables la méme notation différentielle
que par rapport aux anciennes, pour une quantité quelconque o
ayant une valeur déterminée en chaque point de I'espace (ce que
Lamé appelle une fonction de point), et que I'on pourra, par
conséquent, considérer indifféremment comme fonction soit des
coordonnées rectilignes x, y, z, soit des coordonnées curvilignes

oY, m:

G . .. .. (—=-La-l -2

lesquelles équations, étant ajoutées successivement multipliées
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b

par 5’ 5 ’ ;!’ puis par £» f’ %’ et, enfin, par » nous donne-

ront & cause des équations (48) :

g,9,%
'y s

[ @ 3 @ ®
Z_. Z._+!—=—A=?
xx vy zZz ?

oW o0 T [
——+——+——=—A}w,
| XX vy zZ2 ’

ou, ce qui est la méme chose, en divisant respectivement ces tgois
derniéres équations par Ay, Ay, Ayw : ‘

| ® @ @ @
A -4 g =y —=—Ap,
x y LI

(58). . e . AI2+P'2+”'?‘=2AW)
z y z ¢

[ @W (5] @
M- — 4y —=—-Aw.
x

y =z @
Cela posé, il suffit de se reporter aux expressions nouvellement
obtenues pour les six courbures principales du systéme, c'est-a-

dire aux formules (36), pour voir qu'elles peuvent se mettre sous
la forme trés simple :

| A A A A A A
1 17 4= g 19 19
———m— A —_——— == e— s A —— = 0 AyGT
R, ¢ ' R, i R, & !
A Aw P Ay Ay Ay
—_— = .A —_— L =_"1.A ——em — e Ay
R, i R R, &

ou, ce qui est la méme chose :

1 lag 1 Ao 1 lag
— =y —> ——'-=—Aﬁ!l‘-——: — =— AT —>
(59) R| ¢ R‘ VP R‘ (~3
1 Ias 1 lag 1 lay

—==—A|?—-7 —_—=— Ay — = AT—"

R: . ? R, o A Ry L
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Telle est I'expression remarquable(*) donnée par Lamé des six
courbures principales, an moyen des coordonnées eurvilignes :
on voit qu'il n’y figure que les trois paramétres différentiels du
premier ordre et leurs premiéres dérivées par rapport a ces coor-
données. :

La forme si simple de ces expressions permet d’apercevoir la
possibilité d’obtenir presque immédiatement trois relations diffé-

(*) Les expressions données par Lamé (voir Legons sur les coordonnées curvilignes,
§ XXX, page 81) différent & la vérité par le sigue de celles que nous venons d'écrire, mais
cette divergence tient uniquement 4 la définition admise par lui pour le signe du rayon
de courbure, définition qui est précisément I'inverse, comme on va le voir, de celle que
nous avons posée nous-méme.

En effet pour définir ce signe, Lamé distingue comme nous I'avons fait sur chaque nor-
male un sens positif et un sens négatif, et regarde le rayon de courbure comme positif
lorsqu’il est dirigé suivant le sens positif de la normale, et inversement. Si donc nous
faisons voir que la définition qu’il donne du sens positif ou négatif de la normale concorde
exactement avec celle que nous avons donnée nous-méme dans le paragraphe Ier, il s'en—
suivra bien qu'il y a opposition compléte entre les deux définitions correspondantes pour
le signe du rayon de courbure, et la divergence des signes des deux systémes de formules
se trouvera ainsi justifige. ’ ’

Or, pour s’enassurer, il suffit de se reporter a la formule (40bis) du paragraphe précédent
et aux raisonnements qui nous ont servi a I'élablir en partant de nos définitions du para-
graphe Ier, On verra de suite ainsi que Jn étant par définition la projection sur lanormale
positive de la distance des points infiniment voisins x, y, 3 et x+Jdz, y +Jy, 2+ 43,
et d’autre part étant forcément par I'équation (40bls) de méme signe que JC (puisque A,
est par définition essentiellement positif), cetle projection sera positive du cdté de la sur-
face o1 le paramétre augmente, et négative du cdté o il diminue, ce qui signifie (la dis-
tance de deux points étant une grandeur absolue) que la normale positive est dirigée du
cOté ol le paramétre de la surface 4 en augmentant. Or, c'est 14 précisément la définition
posée par Lamé pour le sens positif de la normale. (Loe. cit., § XXVIII, pp. 46-48).

Notons en passant que cette concordance pourra fournir souvent un moyen simple et
commode de reconnaitre quel est le sens positif et quel est le sens négatif de la normale
lorsque 'on serait embarrassé pour faire cette distinction en partant de notre définition,
11 suffira en effet de considérer alors la surface # (x,y, 3) =0, comme une surface indivi-
duelle de la famille ¢ (z, y, 3) =G (celle oix le paramétre C est nul), et de lui appliquer la
régle fournie par la définition de Lamé.

Disons enfin que, malgré cette opposition de notre définition du signe du rayon de
courbure avec celle admise par Lamé, nous n'en croyons pas moius devoir maintenir celle
que nous avons posée dans le paragraphe Ier, On la trouvera en effet comme nous plus
logique et plus naturelle (nonobstant I'antinomie apparente des termes qui y figurent) si
'on réfléchit que pour les cas les plus simples et les plus usuels, tels que la sphére,
Lellipsotde, etc., elle donne’pour le rayon de courbure des sections normales une valeur
positive (la normale positive étant alors la normale extérieure), tandis que la définition de
Lamé leur attribue, au contraire, une valeur négative. (Voir Loc. cit. § XXXII, page 53).
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rentielles du premier ordre entre ces six courbures, car si I'on
écrit les six équations qui précédent de la fagon suivante :

lag o b ey 1 s -

el TR TR Ty
LS R S B L
-] l\'; ? R, N

il en résultera nécessairement les trois conditions :
(o ) = 22 (v )
G \VTR) T\ RS

6 o) = ()
61) . . . . de lfR‘—d? l“R;'
d 1 ) d ( )
— Vi * e | EE] i Lt £
df (Al * R; d‘* Ln ? B’
lesquelles se déduisent les unes les autres par permutations cir-

culaires des troig surfaces.
Or, la premiére étant développée peut s'écrire :

arls i(_—)—A‘_'u-T. — =AY .i(i_)_A;’q, .é.‘_f. —l-,

d= \R, Ry

ou, en multipliant par AyJA= :

A ,d(l) I\w ‘%—-A' d(l) lag 1),
S dy \R;/~ ¢ R;\ 'widw R/ = R_ii’

et en faisant dés lors les substitutions indiquées par les valeurs
(60), elle devient la premiére des trois relations :

R d ’i)+ 1 A d (l)+ 1
valw) rm o w )
d 1) 1 d(‘l) 1
62) . . AN U B S Y I I
(6 ™ (m TRR T "4 \K/ T RE

d(1)+ | __Md(a)+ 1
YL \R TR Y a R T RRs
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les deux autres se déduisant de la premiére suivant la méme loi
que les équations (60) et (61) dont elles ne sont que les consé-
quences.

Mais ces trois relations différentielles déduites immédiatement
de la forme des expressions (59) ne sont pas les seules qui
existent entre les six courbures principales. On comprend en
effet que toute relation entre les trois paramétres différentiels
A9, Ay, Ay et leur dérivées par rapport aux coordonnées cur-
vilignes donnera lieu, en agissant comme nous venons de le faire,
c’est-a-dire par la substitution a la place de leurs dérivées pre-
miéres des valeurs qui résultent des équations (60), 4 une équa-
tion différentielle correspondante entre ces six courbures et les
trois paramétres du premier ordre A4, A, Ayw. Or il est facile
de voir @ priori qu'il existe au moins trois relations différentielles
du second ordre entre ces trois paramétres, & I'exclusion de toute
autre fonction, qui devront donner lieu, par conséquent, 4 autant
d’équations différentielles du genre des équations (62).

En effet, si partant des équations de définition :

oo, e (2

et y joignant les conditions d’orthogonalité du systéme (48),
nous formions toutes les dérivées de ces équations jusqu'au
second ordre compris, chacune nous fournissant (en la compre-
- nant elleméme) 10 équations, nous obtiendrions un nombre
total de 60 équations entre les trois paramétres A9, Ay, Aym,
leurs dérivées jusqu'au second ordre, et les dérivées de ¢, { et =,
par rapport & x, y, z, jusqu’au troisiéme ordre compris, mais a
I'exclusion des trois quantités ¢, ¢ et w ellessmémes. Or, le
nombre des dérivées d'une quantité jusqu'au n“™ ordre in-
clus, en y comprenant la dérivée dordre 0, ou la fonction
elle-méme, étant le méme que celui des termes d’'un polyndme
complet du méme nombre de variables, et ayant, par conséquent,
pour expression dans le cas de trois variables indépendantes
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35 (n+1) (n + 2) (n + 3), on voit que, pour n =3, le nom-

bre de ces dérivées, y compris la fonction, sera égal & 20; ce qui
fait pour les trois fonctions ¢, , =, un total de 60 quantités.
Mais, les trois fonctions ¢, ¢, w ne figurant pas elles-mémes dans
les équations en question, il n’y entrera donc en fait que 37
quantités, lesquelles étant éliminées entre les 60 équations sus-
dites, donneront lieu au moins & trois équations différentielles du
second ordre entre les trois paramétres A9, Ay}, Aym.

Bien que les équations dont nous reconnaissons ainsi I’exis-
tence soient aux dérivées partielles par rapport aux coordonnées
rectilignes x, y, z, elles n'en impliquent pas moins I'existence
d’un pareil nombre d’équations correspondantes du méme ordre
aux dérivées partielles par rapport aux coordonnées curvilignes ;
car, quel que soit le changement de variables indépendantes, les
dérivées par rapport aux anciernnes variables pourront toujours
s'exprimer en fonction des dérivées du méme ordre par rapport
aux nouvelles variables et des dérivées d’ordre inférieur. Or, du
moment que nous avons en vue d'arriver en fin de compte & des
relations différentielles entre les courbures principales du sys-
téme, il est clair que nous aurons tout avantage i adopter de
prime abord pour variables les coordonnées curvilignes, puisque
les relations (60) nous permettront trés simplement d'introduire
dans les équations définitives les courbures principales et leurs
dérivées premiéres, 4 la place des derivées premiéres et secondes
des trois paramétres Aq, AYy, Aym.

11 se trouve en outre que ces équations différentielles entre
ces trois paramétres, qui seraient certainement extrémement
compliquées en conservant les coordonnées rectilignes, et sans
doute impossibles a calculer par la méthode qui nous a servi &
constater leur existence, deviennent, au contraire, trés simples et
faciles & obtenir, en ayant recours aux coordonnées curvilignes et
faisant usage des calculs établis jusqu’ici.

Remarquons aussi que, si le raisonnement qui précéde établit
avec certitude D'existence de trois relations différentielles du
second ordre entre les trois paramétres A, A, Aw, il
n'exclut pas la possibilit¢ d’'un plus grand nombre d’équations
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du méme ordre entre ces mémes quantités; car il peut arriver
que I'élimination des 37 dérivées de ¢, § et =, entre les 60 équa-
tions spécifiées & ce propos donne lieu & plus de trois équa-
tions. C'est ce qui arrive en effet, car il existe en fait six
équations de ce genre, d’'ou six équations correspondantes entre
les six courbures principales et les trois paramétres différentiels
du premier ordre, lesquelles, jointes aux équations (62), donne-
ront un total de neuf équations de cetle espéce, qui exprimeront
chacune une propriété caractéristique du systéme orthogonal.
Mais le raisonnement que nous avons présenté n’en conserve pas
moins toute sa valeur pour autoriser la recherche de semblables
équations, qui sans cela n’aurait aucun fondement, ni aucune
chance sérieuse d'aboutir a quelque résultat utile.

Pour procéder & cette recherche, nous emprunterons & Lamé
I'esprit de sa méthode, lequel consiste a exprimer les conditions
d’intégrabilité des valeurs des dérivées des neuf cosinus A, g, v,
XN, p', v, X", p,v", en fonction des trois paramétres différentiels
et des six courbures principales du systéme. Mais les formules
que nous avons présentées i I'occasion de notre seconde démons-
tration du théoréme de Charles Dupin nous permettront de
simplifier notablement ses calculs, en méme temps que notre
notation plus claire et plus expressive rendra la lecture de nos
ealculs beaucoup plus facile. - '

En effet la substitution des coordonnées curvilignes ¢, ¢ et =
comme variables indépendantes aux coordonnées rectilignes
x, ¥, z, donne une forme beaucoup plus simple, non seulement
aux expressions des six courbures principales, ainsi que nous
I'avons déja vu, mais encore & toutes les formules qui résultent
du théoréme de Charles Dupin, c’est-d-dire & toutes les équations
des tableaux (49**) et (83), ou tous les premiers membres A, B,C
doivent étre remplacés par 0, comme nous I'avons expliqué; car,
en appliquant les formules de transformation (38) que nous
avons données pour les dérivées.premiéres, et disposant par
colonnes horizontales les trois groupes de trois équations qui
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formaient les colonnes verticales des tableaux (£49**) et (33), on
voit que ces 27, équations prendront la forme :

%Adi'—%:(), %'A.w—-;—,;=0, Ly — 20,
’fAﬁv—-;—;:=0, %A,c—;—:=.0, ﬁ,:Aa?——; 0,
{%An“—‘%}-——'oi %Aaw-——':.—BO, ’—“Aa?—é‘—o
laA‘u—l—:=0, %A‘?—-—)—= s %—Aﬁu—l—l‘%=0,
N S
SV NI
§~9+;:+%=0. ’A.¢+B‘+R;=0 1"A.ur-a-i R_A, 0,
';—‘A‘?+R;" R; 0, :,A.++—ﬁ:+;: 0, 'L:,A.U+B:+I: =0,
" ’ Y % ’ ' v
;—A,?’Q‘R,‘, il—;=0’ 4‘A,¢+E+R’-—0 —;A,0+R—‘+—— ,

lesquelles donnent immédiatement les valeurs de toutes les déri-
vées premiéres par rapport aux coordonnées curvilignes des
neuf cosinus directeurs des trois normales du systéme. On voit
de suite alors qu'on obtiendra les équations cherchées, en opé-
rant avec ces valeurs comme nous l'avons fait avec les valeurs
(60) pour obtenir les équations (62), c’est-a-dire en écrivant les
conditions d'intégrabilité qui en résultent, puis en éliminant,
d’abord les dérivées de ces neuf cosinus & I'aide de ces mémes
~ équations (63), puis les neuf cosinus eux-mémes & l'aide des
équations (42), et enfin remplagant dans les équations restantes
les dérivées des paramétres différentiels Ay, A,¢, Aym, par leurs
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valeurs en fonction des six courbures principales tirées des
équations (60).

Opérant ainsi pour le premier cosinus A, nous formerons les
trois équations :

d (A)_ d (A) d A) d (A) d (A) d (A)
do \y) " dy\a)’ 7?(3'=d=;' d\e) Tyl
!
ou ? f";représement les valeurs tirées des premiéres équa-

tions de chaque groupe de¢ la colonne verticale de gauche du
tableau (63), c’est-a-dire, par conséquent, les trois équations :

d (A_‘ A’)_ d ( » A")
P ‘\&'R, _d‘PA'ﬁ.R,,
d A d AN
64 .« . . = — | —aAM _ p— y
(64 ' dp (A‘ = R,) dc[ A ?(R'; "'R;)]
( e e )] = e )
dqa —Arg. R TR, d P R,

Occupons-nous d’abord de la premiére. Elle deviendra succes-
sivement : en la développant d’abord,

d[1\ 1 lag »
“.A’.-—-(—) Aty — o — —a7ly
Ay dw \R, + Ay R = Ay p_—y

Al a7 d(d) At 1 A At law 27
=A'w. .dq’ R, -+ ‘“'R,.—\[T 4 . v .i_”

puis, en multipliant par A;wA,q,
A ,d(4)+1 A A lag X
1" &\’ TR TR
A A" d (‘) 1 )."] A lA{ﬂ A"
=M TR VTR

puis enfin, en éliminant a la fois les dérivées des paramétres
A9, Ay, Ay, & laide des équations (39), et les dérivées des
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.

neuf cosinus 4 'aide des équations (63), il restera simplement :

VoA d(l) Y ' o (1) Y g
—_— —_— e —
*“ 4= \R,/ ~ R,R, Rk M3 dy \Ry/ ~ RR;  RiR,

ou, en ordonnant :

o <o il P a2

En traitant de la méme fagon et parallélement la seconde et
la troisiéme des équations (64), nous obtiendrons de méme sue-
cessivement :

A—l 1” d ( ) &4 A_l l l“ A_‘ lA‘G’ )"
gl . —|—] +A G, —+ — — ———
4. d? R, v R, . T v R,
d 1) d (l) 12 1) lA,«p(x” }.')
—_— — l"— ) — = i At
[A‘ i (R’.’ d\R) TR TR S T e \R TR
[A_. y,d(l)_u,d(i) A 2 ( _._x)]
U \R)T T\ TR Y TR R R
d[1 12 lag
= a7l )" —(—) +arly. — ——ATYy . — . —;
Y 7 \R, ¥ R 7 4 ’ R’

ou, en chassant les dénominateurs, et faisant passer tous les
termes dans un méme membre :

A [1"1(4) 2. )i] —Ap u_‘“..i
d> \Ry/ Ry ¢ ¢ Ry
SO LTI ML TS IR NN . 0 Y
ds \R des\Ry/ R ¢« R; w s \R; R,
A&[l,,_jd_(_l_)_._,d(i)_'_i x"» 12 AnPlA{,( 1')
dy \R dy \R, Y TRy Y RTR

d (i) 1 A'] lag '
2 — —e— | — 20y — - —=0;
R, ? f P R,
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ou encore en faisant, comme tout a I'heure, les substitutions
indiquées par les formules (59) et le tableau (63) :

2" A i(‘) . 1" -o-A,a' [1 d (l) “+ i(_i)]
dy \R R,R. do \K; do \Ry
1 [y Y 2’ 1 (& N
*ﬁ(ﬁz*m)*m*m(ﬁ*ﬁ)=°’

[0 (D) r (] + e — (e )

L dy \R dy \Ri/ | TRy T Ry \R, T Rj

1 M ! , d (1 Y by
+ﬁ—;(-ﬁ7+ﬁ-;)+l.dlya—;(—)+m+i—z=o,
éguations qui, ordonnées comme la premiére par rapp(m a
A, X, 2", deviennent aprés réduetion :

@) g a2l

| Y [A‘?‘Z(!:’)4-::;0:6(")*(‘)’*(‘)' R“R’]=0
¢ ’ ’

O Lo () @ ()]

ot () -]
MR A AN AV H )

Ayant ainsi obtenu les conditions d'intégrabilité relativesa l'un
des cosinus directeurs des trois normales, il ne sera pas néces-
saire, pour obtenir celles relatives aux autres cosinus, de recom-
mencer pour chacun des calculs analogues. De simples permu- -
tations circulaires permettront de les déduire immédiatement
des résultats qui précédent, ainsi que nous allons I'expliquer.

En effet, passer du cosinus A aux cosinus u et v, c'est per-
muter ensemble les trois axes rectangulaires des x, des y, et
des z, sans changer de surface, ce qui équivaudrait, dans les
calculs qui précédent, a permuter circulairement les trois lettres
A, u, v, quels que soient leurs accents, sans toucher aux lettres
@, ¢ et @, ni aux rayons de courbure qui en dépendent; et de
méme, passer du cosinus A aux cosinus A’ et 2", c’est, au contraire,
permuter ensemble les trois surfaces coordonnées sans changer

' 6
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les axes rectangulaires, ce qui revient a permuter non seulement
les trois lettres ¢, ¢ et =, mais encore les rayons principaux qui
appartiennent & ces surfaces, et les cosinus directeurs de leurs
normales, c'est-a-dire & conserver les trois lettres A, p,v, mais
en permutant leur accentuation.

Un simple coup d’ceil jeté sur le tableau (63) montre que les
valeurs qui résultent de ces équations pour les dérivées des
neuf cosinus se déduisent bien, comme cela devait étre, les unes
des autres suivant cette loi; car, ayant eu soin, comme nous
I'avons fait, de partager ce tableau en trois colonnes horizon-
tales de trois lignes chacune, on voit que le premier mode de
permutation sera réalisé en permutant les trois lignes de cha-
cune de ces colonnes, et le second en permutant, au contraire, les
trois colonnes verticales du méme tableau, lesquelles corres-
pondent chacune & I'une des surfaces coordonnées.

N'ayant donc fait usage, pour transformer les conditions (64-) ,
que de ces équations (63), et des formules (59) qui ne sont pas
atteintes par la permutation des trois axes rectangulaires, il suit
de 14 que nous obtiendrons les conditions d’intégrabilité relatives
aux deux autres cosinus u et y, par la simple permutation des
trois axes des x, des y et des z, sans toucher aux surfaces ni aux
rayons principaux; et, par conséquent, si nous posons pour
abréger

P—A‘c. d (l ) l(i ___1_)’ Q =A”,£(i)+1(i_i),
dﬂ' R| R; R‘ Bg ‘ dql R’ Ri B, R‘
pms (DoY), gmae (Dt (1),
dp \R{/ Ry\R, R, da\Ry/ R;\R; R,
e e
MR R\E RS Y TS \RSR R nl
T—_—A,q;i(i)... d( ( )-i-(i)’
d* R; dﬂ' RI R RgRg
T'=A|Ui(1)+A|?d ) ( )’l'( ),-I-
d? Rl R‘R,

;
o b 2] oo () (4

(67)
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les trois groupes (P, P', P"), (Q, Q’, Q”), (T, T', T"") formant
chacun un cycle résultant de la permutation circulaire des trois
surfaces, les trois équations (65) et (66) que nous avons obte-
nues pour forme définitive des conditions (64) pouvant s'écrire

AMP—2A"Q=0, NQ' +N'T =0, 2T" 4 »"P" =0,

les conditions d’intégrabilité fournies par les trois cosinus A, p, v,
seront respectivement

AP —2"Q=0, 2Q % N'T'=0, AT+ AP’ =0,
'FIP — F"Q = 0’ PIQI 4+ “IITI= O, /"'T" + ,u"P” — 0,
VP — v'Q =0, JQ +"T =0, JT' +"P' =0;

et en éliminant les neuf cosinus entre ces neuf équations et les
équations (42), il nous restera définitivement six équations du
genre de celles que nous cherchons, c’est-d-dire entre les trois
paramétres différentiels du premier ordre, les six courbures
principales, et leurs dérivées par rapport aux coordonnées cur-
vilignes. Or, pour faire cette élimination, il n’y a qu’a ajouter par
colonnes verticales les équations qui précédent, successivement
multipliées, d’abord par X, p', v, puis par 2", ', ¥"; ce qui
donnera en vertu des équations (42) :

P=0, Q=0, T'=0,

Q=0, T =0, P'—=0.

Pour passer de ces équations, fournies par la considération des
cosinus A, p, v, & celles que donnerait de méme la considération
des cosinus X', p', v/, il faudrait, comme nous I'avons expliqué,
permuter les trois surfaces sans toucher aux axes rectangulaires,
A la fois, dans les conditions d’intégrabilité analogues & (64), dans
les équations (63) et dans les formules (39), qui nous ont seules
servi & les transformer, ce qui revient évidemment & effectuer la
méme permutation dans le résultat définitif de la transformation,
c’est-a-dire dans les équations qui précédent immédiatement;
d’ou, les six équations suivantes,

PP=0, Q'=0, T=0,
Q=0, T'=0, P=0;



et il est facile de voir que la considération des trois derniers
cosinus X", i, +' ne donmerait aucune équation nouvelle, la
permutation eirculaire effeetuée avee. les équations que mous
venons d'écrire ne faisant que ramener des équations déja
obtenues. :

En résumé, les conditions d’intégrabilité résultant de la forme
des valeurs des dérivées des meuf cosimus des trois normales,
fournies par les vingt-sept équations du tablean (63), nous ont
donné, en: définitive, entre les trois paramétres différentiels du
premier ordre et les six courbures principales, les neuf équations
suivantes

(P=9Q, Q¢=0, T=0,
68). . . . {P =0, Q@=0, T =0,
P'=6, @’'=6, T'=0,

analogues aux trois équations (62) que nous avons déduites tout
d’abord de la forme méme des expressions (39) des six cour-
bures principales du systéme, et qui ne sont ellessmémes qu'une
combinaison des précédentes, car on voit de suite en se reportant
aux valeurs (67) que ces derniéres sont respectivement identiques
aux trois suivantes
Q—P'=0, Q"—P=0, Q—P =0,

et, par conséquent, ne sont pas distinctes des équations (68) au
point de vue analytique.

Parmi les autres combinaisons en nombre infini que I'on peut
former avec ces neuf équations, nous remarquerons encore les
suivantes, susceptibles comme elles d’une interprétation géomé-
trique trés remarquable, & savoir :

1 1 1 ., 4, 4
e KT R KT K
F+TF +T"=0.

‘ .
Q+ EP"= 0,

La premiére de ces quatre équations pouvant s’écrire

-

A d( 1 ) 1 (l . l) 1 - 1
5 — | — —_—— — = — —
“ 4o \RR}/ T RR\R; "~ Ry T RRR;  R.RiR;
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et le second membre de cette demiéne &quation ne changeant
pas par la permutation des trois surfaces, om woit de suite gue les
tnois premidres Squations pourront se mettre sous 1a forme :

dji 1 1 (1 1 al 1 1 /1 1
SPLYER PR N
dy \RBy/ RiR; \B; R, RBR]  RB:R:Rg
Quant & Ja quatriéme équation (69), si nous posons par ana-
logie avec notre notation déja employée

1 1 i i 1 1
7“ . H pog - ﬂ"ﬂ=— hengii ] H“=—, —_—
(71) =R.+R, R;+R; R;+R;
il est facile de voir qu'elle pourra s’éerire :

H H n" 1 1 1
72) ap— Ay — + Ap — +H+H'+-H"= o s
( ) P ? Ay v oo o + R.R, B.Bg RARS

Pour interpréter ces équations, nous écrirons les termes diffé-
rentiels qui y figurent sous une forme qui manifeste beaucoup
mieux leur signification géométrique.

En effet, si nous désignons respectivement par J, d’, 0"’ des
caractéristiques d’accroissements infiniment petits, correspon-
dant aux variations Jdg, 0y, 0= considérées chacune isolément,
c'est-a-dire en faisant varier une seule des trois coordonnées
curvilignes, et que nous appelions par analogie avec nos nota- ‘
tions antérieures on, on', on'’ les trois éléments de normale ' }
compris entre deux surfaces infiniment voisines de chaque ‘
famille, ayant par la formule (40™)

AI? ‘ A‘l’! 1 Ao ‘

e T
on voit, en remontant 4 la définition des dérivées partielles que
nous aurons pour une fonction de point quelconque .

(73) A d:»_d‘co N de: 0 R do &'w
M TR ML T W LT W
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notation qui pourra s'appliquer a tous les termes différentiels
des équations que nous avons obtenues.

Il importe de bien s’entendre sur la signification des rapports
qui précédent. Chacun d’eux représente le quotient de 1’acerois-
sement d’'une fonction de point @ pour deux points infiniment
voisins pris sur une certaine ligne ou dans une certaine diree-
tion, divisé par la distance infiniment petite de ces deux points.
Un tel rapport est donc en réalité la valeur particuliére d’une
certaine dérivée, mais de la dérivée d’une fonction qui change
chaque fois avec la direction de la ligne que I'on considére, car
si nous représentons pour un instant par F (z, y, z) la fonction
de point o, et par x = f; (), y =1, (5), 2="[5(s), les équa-
tions de la ligne en question supposées exprimées en fonction
de I'arc s que nous supposerons compté pour plus de sim-
plicité & partir du point considéré lui-méme, on voit qu'un rap-
port de cette sorte exprime la valeur pour s—=0 de la dérivée
E(A@, 9. s0), est-a-dire de la dérivée de différentes fonctions
qui, bien que provenant originairement de la méme fonction
F(x, y, z), varient néanmoins suivant les fonctions f;, fa, f3,
quon y a substituées, ou, ce qui est l]a méme chose, suivant la
direction de la ligne considérée. Ces rapports sont donc com-
plétement analogues & la dérivée d’une fonction imaginaire qui
n’a, elle aussi, dans le cas général, de signification et de valeur
déterminée, qu'a la condition de définir le chemin supposé suivi
par la variable & partir de la valeur que I'on considére. Nous
proposerons alors pour les rapports de.cette espéce la dénomi-
nation générale de dérivée géométriquede la fonction de point » (*),
afin de rappeler que leur définition comporte essentiellement la
désignation d'une certaine direction, et nous les distinguerons

(*) Lamé désigne les mémes rapports par le nom de variation, mais cette dénomina-
tion a le tort, suivant nous, d'aller contre un usage consacré de longue date, qui attribue
4 cette derniére locution le sens d'un accroissement infiniment petit, et de pouvoir, en
conséquence, occasionner de ficheuses confusions entre des grandeurs finies et des
quantités infiniment petites. C'est pourquoi nous n'avons pas cru devoir I'adopter.

Nous n'avons pas conservé non plus pour les rapports en question sa notation qui est la
méme que pour les dérivées partielles ordinaires, et qui peut'amener dans I'esprit une
confusion d'un autre genre; car ayant désigné par s, s,, s, les trois arcs d'intersection des
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dans le langage des dérivées ordinaires de la fonction « en faisant
suivre immédiatement le mot dérivée de I'indication de la direc-
tion & laquelle elle se rapporte, en sorte que, tandis que 'on dit
pour celles-ci dérivée de o par rapport & telle ou telle variable,
nous dirons pour celles-14 dérivées de o suivant telle ligne ou
telle direction. ‘

Le sens des rapports (73) étant nettement fixé, nous récrirons
.4 l'aide de cette notation les équations (68), (62), (70) et (72)
qui deviendront alors les suivantes :

on"” R;

i TR

Wy

on’ =—EZ i

on T R,\R, Ry’

Wy

(74).6"(51_2) '(1 1) _\RJ 2_ 1),
| R R

anu = E:

"'(l:—;) 1 (4 1")’

T R\R] R;

1 ._'_(1)' (1)' _"w i.) c)v(l%)\

RgRg [T; R—i = on'’ + an’

(7). 1 ( 4)'+ ( 1 )' ’ (l%;) dw (i:',)

KRR, R/ TR T T\ Tm T T

4) 1
o [ (L )
RiR; R, R, on’ on

trois surfaces, la notation Ti’ 7‘-:— ’ 'a%‘ qu'il emploie pour ces rapports, peut laisser croire
(si 'on prend ses formules en bloc, et sans avoir suivi les calculs par lesquels il les éta-
blit) qu'il s’agit 14 de dérivées partielles par rapport a trois variables, qui seraient respec-
tivement s, s;, s, tandis que ces mémes rapports ont en réalité, comme nous I'avons
employé, une signification toute différente (Cf. loc. cit., § XLVI, p. 80). — Nous prévenons
cette nouvelle erreur, en substituant dans ces rapports la caractéristique d'a la caracté-
ristique d des dérivées partielles, et les éléments de normale dn, dn’, gn’’, aux éléments
d'arc ds, ds,, dse, qui se confondent avec eux.



1 1

*(z) %)
76) . . . { ‘ \R, 1 "(n" 1
" R.R; on RR,

A T

on  R,B, _dn _ RR,

an RR; \R, R,

TR R

m TRER R

1
*(w)
a;n,+4(a+a) 1 +1
on' R;R, \R; Ry RR,R; R,R;R;

H O SH H” 1 { 1
78). -+l L0 L Ha A4 H = :
8) o o + g T RR, TRR,  RR;

Ce sont les équations (14) et (18) du § XLVI, et (16) et (18)
du § XLVII des Legons sur les coordonnées curvilignes, formules
que Lamé obtient & la suite de calculs laborieux et d’une lecture
assez pénible, mais qui par leur simplicité et leur élégance méri-
teraient de prendre place dans I'enseignement classique. Nous
nous estimerons fort heureux, si les calculs que nous venons de
présenter pour les établir paraissent assez simples et assez faciles
pour remplir cet objet.

Pour les formuler en théorémes, Lamé partage les six cour-
bures principales en deux groupes, qu'il appelle respectivement
premiéres et secondes courbures, telles que les trois courbures de
chaque groupe s’échangent les unes dans les autres par la per-
mutation des trois surfaces ; les trois courbures de chaque groupe
sont donc celles qui dans nos formules sont affectées du méme
indice, et I'on peut remarquer que ce mode de partage est le seul
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qui donne pour chaque groupe trois courbures dont les rayons
soient orthogonaux, c'est-a-dire formant un systéme de trois
droites rectangulaires.

11 désigne, en outre, parmi ces six courbures principales sous
le nom de:

§° Courbures conjugudes en surface, les deux courbures prin-

- cipales d’'une méme surface et qui sont, par conséquent, dans

notre notation, celles qui ont le méme accent ;

2° Courbures conjuguées en arc, les courbures de deux sectlons
principales appartenant a des surfaces différentes, mais dirigées
suivant la méme normale, el qui sont, par conséquent, toutes
deux tangentes au méme arc d'intersection. Pour les reconnattre,
il suffira évidemment, d'aprés la signification des équations (12),
de prendre dans le tableau (49**), les courbures qui ont pour
ooefficients les cosinus de la méme normale, c’est-h-dire respee-
tivement

LT I VR T T
L A P S T %
3° Courbures réciproques, les courbures de deux sections prin-
cipales appartenant & deux surfaces différentes, et telles que le
plan de la premiére est dirigé suivant la normale de la surface
a laquelle appartient la seconde; on voit de la méme fagon que
tout 4 I'heure que ces courbures sont respectivement

1 { 1 1 1 1
-R—‘Lt—" Eetﬁ» R—‘etl—‘-’

Enfin, il appelle plan d’une courbure, le plan de la section nor-
male & laquelle elle appartient; locution abrégée, & laquelle nous
ajouterons par analogie celle de tangente d’une courbure, pour
désigner la tangente de cette méme section normale.

Si nous adoptons ces diverses dénominations, et en outre celle
de courbure sphérique introduite par Gauss pour la somme des
courbures principales de chaque surface, c’est-i-dire, avec nos
notations (71), pour les trois quantités H, H', H", les cing
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groupes d'équations (74), (75), (76), (77) et (78) se formule~
ront en langage ordinaire par les cing théorémes suivants, qui
tous ont rapport aux courbures principales seulement :

TutoriMe I. — La dérivée d’'une courbure suivant la nor-
male a son plan est égale au produit changé de signe de sa conju-
guée en arc, par son exces sur sa conjuquée en surface.

Trtorene Il. — Le produit des deux courbures d’une méme
surface, augmenté de la somme des carrés de leurs conjuguées en
arc, est égal a la somme changée de signe des dérivées de ces deux
derniéres courbures suivant la normale de la surface d laquelle
chacune appartient, ou encore suivant leurs tangentes réciprogues.

Tutorene 11I. — St Pon forme pour chaque courbure l'exces de
sa dérivée suivant la normale @ son plan sur le produit de sa
conjuguée en surface par sa conjuguée en arc, les différences ainsi
obtenues sont égales pour deux courbures conjuguées en arc.

Tutorene IV. — Si on multiplie la somme des deux courbures
de chaque surface par le produit de leurs conjuguées en arc, et
qu’on y ajoute la dérivée de ce méme produitl suivant la normale
a la surface, les trois sommes ainsi obtenues seront égales entre
elles, et égales chacune ¢ la somme des produits des trois cour-
bures de chaque groupe.

TutoreNe V. — Si l'on ajoute au carré de la courbure sphé-
rique de chaque surface, la dérivée de celte courbure sphérique
suivant la normale a la surface, et qu’on fasse la somme pour les
trots surfaces, la somme ainsi obtenue sera égale a celle des pro-
duits qu’on obtient en multipliant l'une par Uaulre les deux cour-
bures de chaque surface. ‘

Ces propositions ainsi établies pour le cas général, examinons
maintenant, a titre de corollaires, ce qu’elles deviennent dans le
cas particulier le plus intéressant (*) au point de vue de I'appli-

{*) « Les seuls systémes orthogonaux employés jusqu'ici, et qui ont permis de vaincre
toutes les difficultés que présente I'intégration de I'équation (de I'équilibre de tempéra-
ture) sont sans exception composés de trois familles de surfaces isothermes. » — (LAME,
Legons sur les coordonnées curvilignes, § LIII, p. 95.)
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cation & la physique mathématique (qui était, comme on le sait,
a lorigine le but de I'introduction des coordonnées curvilignes),
a savoir celui ou les trois surfaces coordonnées appartiennent
toutes trois & la catégorie des surfaces isothermes.

Lorsqu'une famille de surfaces F (zx, y, z) = ¢ satisfait a cette
condition, c’est-a-dire lorsqu’elle peut servir & caractériser I'en-
semble des points affectés d’une méme température dans un
milieu solide homogéne parvenu & I'état stationnaire au point de
vue calorifique, son paramétre ¢ devant étre constant pour tous
les points d’une méme surface en méme temps que la tempéra-
ture 0, et d'ailleurs variable d’une surface a I'autre ainsi que
cette température est forcément une certaine fonction f (6) de
cette température, en sorte que son équation peut s'écrire en
considérant 6 comme un paramétre variable

F(x,y,2z)=[(6), ou F,(x,y,2)=0,

en la supposant résolue par rapport 4 0 (ce que Lamé appelle
rapporter la famille de surfaces & son paramétre thermomé-
trique). Mais, sous cette derniére forme, on voit que son pre-
mier membre, & savoir la fonction F, (z, y, z) devra satisfaire de
m éme que 6, a I'équation de I’équilibre de température qui est,
comme l'on sait A,0 =0, c'est-d-dire que I'on devra avoir :
AzF! (m’ Y, z) =0.

Supposons donc que les trois familles qui composent le systéme
orthogonal étant isothermes, on ait mis leurs équations sous la
forme que nous venons de dire, et que, par conséquent, nous
ayons simultanément, d’aprés ce qui précéde,

89 =0, 439=0, sw==0,

et voyons comment l'introduction de ces hypothéses modifiera
les formules obtenues pour le cas général.

Pour cela il suffira de reporter simplement ces hypothéses
dans la valeur (26) trouvée pour H dans le paragraphe III, sup-
posée appliquée aux trois surfaces, en y introduisant en méme
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temps la notation des coordonnées curvilignes définie par les
équations (88), ce qui permettra de I'écrire successivement

H——’—[—()A—‘,-+pi‘-!+v:‘—'l)] |
Ag [ 4 y z

L] ( A.y) lag .

=—|—Ap—|=—4p —;
?

A9 ?

en sorte que nous aurons ainsi dans ce ‘cas pour les trois sur-
faces

(79).H=-—A.?‘A_',, u'__:_A‘*lA_"p, H"=—A‘QI—A-‘-E;
4 1] v

formules trés remarquables, complélement analogues aux for-
mules (39) si I'on tient compte des valeurs (71), et qui permet-
tent de dire que le cas particulier que nous traitons se distingue
du cas général en ce que les trois dérivées du premier ordre
A’;f ’ A—;" ’ -“—;’? qui seules n'entraient point dans les formules (39),
et n’étaient point susceptibles d'interprétation simple par rapport
aux courbures dans le cas général, s'interprétent au contraire trés
simplement dans ce cas par les courbures sphériques des trois
surfaces, auxquelles elles sont égales au signe prés.
Ces derniéres formules, écrites ainsi

la 7y la
(80). —;—?==— arte . H, —-ﬂm—A;‘\o.H’, ——-fuwAw;".H",
N 1~

et rapprochées des formules (60) montrent la possibilité d’obte-
nir immédiatement six équations particuliéres 4 ce cas, compléte-
ment analogues aux équations (62) ; car, ayant ainsi les valeurs
de toutes les dérivées premicres des trois quantités IAp, IA,
IAyw, les conditions d'intégrabilité qui résultent de ces valeurs
nous fourniront neuf équations, dont les trois équations (61),
et, en traitant les six autres comme nous avons traité celles-13
pour obtenir les équations (62), nous devrons arriver facilement
a six nouvelles équations analogues aux équations (62) et spé-
ciales au cas des trois surfaces isothermes. '




En effet, ces conditions d’intégrabilité que nous venons de
mentionner sont, outre les équations (61), les suivantes

'd d 1 d d 1
L ooty B =2 sty . Larte 1y = artg . L
dy @'y - H) d?(A“\b ) dw (ai'p . H) de (A‘ ¢ )

R X

d, _, ,__«i(_‘ 4) . d(_‘ 4)

(8‘) d—w(A‘ ‘P.H)_d? A‘U’R; d?(A‘ *'H)=£ A' ?'E
d, . ., d(_l 4) d, . ., d(_‘ 4)
E;(Al U.H) £A4 ?.R’ E(A‘ U.H )=d—u A‘ 4’.E M

lesquelles se partagent en deux groupes résultant chacun de la
permutation des trois surfaces.

Traitant donc parallélement les deux premiéres comme les
équations (61), nous obliendrons successivement

H 79 d (I) lag 1
Ar'e. ——arle. — H=a7Yy. — (| — 7Yy . —-—
‘?'p T 4 p 44““?& ' . R
A‘—‘?._—A‘-‘?.J_Att.H=AT|w.i(.1_")_A‘—‘a-.lA_‘“...‘_;,
= e dy \R;] ?
ou, en chassant les dénominateurs :
H lag d (i) lag 1
Ay —— A0y — . H= 8y ——) — —_

H l
A, — — A‘ci‘Z.H=A’? ﬁ-(—i;)—Al?fil:.‘_"
o - d? R‘ .9 R‘

puis, en faisant & la fois les substitutions indiquées par les for-
mules (39) et (71) ;-

s [i(i)+i(L)]+L(_’_+’)

o\’ T R/ TR R TR
(Yt
M a \R/ TRR

d (1 d (1 1 /1 1

4e [a: (& *a(i.)] ~m(m* )

" d(4)+ 1
Yap \R) T RE
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équations que nous mettrons, en réduisant, sous la forme

Mi(i)*L_A i(i) A d(‘)
Yo \R) TRRT o \R/ T a4 \R)

X d(i) 1 d(l) X d(i)
-2 L L DL
“as\R/ T RR, Tdp \RY/ T “da \RJ’

en sorte que, si nous posons, pour abréger P'écriture,

(82).

'

| -—-A,u-—( Q= A“Pi(i)_._L,
RARI dy \R, R;R,

, d (1 1
@ —a ( ) - _(_) A
& \R; B,a, R=sm &/ " RE

. d (1) 1 . d (1 1
P=a (—) y (_) ’
T Rl B e ) R

( A= (5) =2 ()
(&) =235 (&)

g
S PO T ]

les trois groupes (%, &, €7, (, ¥, V), (R, &', K,
formant encore trois cycles de permutation circulaire, les deux
équations (82), que nous venons d’obtenir pour forme définitive
des deux premiéres (81), pouvant s’écrire

A=—& et P=4&"
on voit que les six équations (81) seront alors les suivantes
Q+&R =o, ® — =0,
Q:+«‘R’=0, —R =o,
'+ R'=0, F'—R =0,

tandis que les trois autres (62) du cas général, qui subsistent
toujours, bien entendu, et complétent alors les neuf conditions

(83)

( R =ap —

d
dy

d
do

d
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d’intégrabilité ci-dessus mentionnées, deviennent avec les mémes
notations :

P—-9=0, T-Q'=0, ¥—Q=0.

Or, en retranchant successivement ces trois derniéres équa-
tions des trois de droite du systtme précédent, nous obtenons
celles-ci :

—R =0, ¥—R'=0, I'—R"=0,

lesquelles, par addition et soustraction avec les trois de gauche
du méme systéme, raménent finalement les neuf équations (81)
et (62) aux neuf suivantes :

? =0, =0, & =0,
®). .. .{%=0 Y=o, K=o,

Q"= 0, = 0 N qﬁ“= 0,
analogues aux équations (62) ou (68), et par conséquent suscep-
tibles comme. elles d’une interprétation géométrique intéres-
sante.. . '

Avant de formuler cette interprétation, nous signalerons parmi

les combinaisons en nombre infini qu'on peut former avec ces

équations (84), les quatre suivantes, qui correspondent égale-
ment & des propriétés géométriques intéressantes, savoir

1 ” 1 ’ 1 1 7] ' ’ 1
— =& =0, — — =0, — —%=0
TR TR R+ %=

ou, ce qui est l]a méme chose,
A d(i ) 1 (l 1)
( " d; \RiR;/TRE \R R,
d 4) 1 (-l l)
(8%) . . - < Al‘l’ﬁ(ﬁ +ﬁ lT-'-lT; =0,
1

H
\ d(l) 1(+4) o
o — | — — | =0,
| 4% 4= \RR;/ TRR, \R] " K,

0,

L]
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et aussi celles-ci obtenues en combinant ces équations (84) avec
celles du systéme (68) du cas général, savoir :

f—P=0, —P =0, ¢ —P'=0,
(86). ou
Q—-Q=0, ¥~Q=0, Y’ —Q"=0.

Cela posé, si nous récrivons les équations qui précédent en
faisant usage de la notation différentielle introduite par les for-
mules (73), les équations (84), (85) et (86) deviendront respec-
tivement les suivantes :

R R

" R,R,  on RR,  on n

1 1 1 1

(7 * () (@) (@)
(87) R/ 1 B 1 R; R/
n RR; on’ RiR; dn” o

i 1 1 1

() (%) (&) *(2)
I I T
on’ RR,’ ~an RR, ~ dn on” ’

f"(n_;‘n'f) 1 (1 ‘_4_)’

o RiR; E*

1
*(5m)
#8) . . . . | \RRs) +4)
on’ - nR’ R,
wm)
RR; ( l)
an’’ R‘R’ R‘
1 1
+ ,
RR, " KR, R;n.
1 1 1
(89) . UL S B
RR;  RR; RR
1 1 1

-+ =
RR{ R;R; RiR{
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Ces trois derniéres équations représentent a elles seules les
six équations (86), car la seconde ligne de ces équations repro-
duit exactement (mais dans un autre ordre) les équations fournies
par celle de la premiére ligne. _

Ces trois équations se réduisent d'ailleurs elles-mémes & deux
seulement, car, si I'on désigne pour un instant leurs premiers
membres respectivement par A, B, C, il est facile de voir que
I'on a identiquement

| 1 1 1
et par conséquent I'une quelconque d’entre elles est une consé-
quence des deux autres. Elles se réduisent donc & deux équa-
tions distinctes seulement, pour lesquelles nous pouvons pren-
dre, soit deux quelconques de ces trois équations, soit deux
combinaisons linéaires de ces équations. En vue de conserver
la symétrie entre les trois surfaces, nous choisirons pour cet
objet les deux combinaisons suivantes

A+B+C=0,
et,

11 11 11
S T (I TY LI
A (a;*n;)*' (B:"'R;)"' (R,+R,)X 0,

c’est-d-dire les deux suivantes

1 1 1 B | 1 1
RR; T RR, ' RR Ry KR, = RE,
1 1 1
90). | =TRR, TRR,  RE,
et
1 1
RRE T RRE

Cette derniére relation, extrémement remarquable par sa sim-
_ plicité et son élégance, et qui vaudrait presque a elle seule la
7



peine d’établir, pour y arriver, tous les calculs que nous venons
de présenter, résulte aussi d'ailleurs immédiatement de la com~
paraison des formules (85) ou (88), avec les formules correspon-
dantes (70) ou (77) du cas général, mais il nous semble 2 la fois
plus logique et plus complet de la déduire comme corollaire des
relations (89), dont elle n’est, comme I'on voit, qu'une consé-
quence algébrique.

Ces résultats établis, les formules (87), (88), (89) et (90) se
traduiront en langage ordinaire par les six nouveaux théorémes
suivants qui caractérisent le cas particulier des trois surfaces
isothermes :

TutortMe VI. — La dérivée d’une courbure appartenant a
la surface S, suitant la normale a son plan, est égale au pro-
duit changé de signe de cette courbure par la courbure du méme
groupe dont le plan est dirigé suivant la normale de la surface S.

TutoréMe VII. — Les dérivées de deux courbures réciproques
suivant leurs propres tangentes son! égales.

Tutoréne VIII. — Si Pon multiplie la somme des deux cour-
bures de chaque surface par le produit de leurs conjuguées en
arc, on obtiendra ainsi, changée de signe, la dérivée de ce der-
nier produit suivant la normale d la surface.

Tutorexe 1X. — Si Uon prend successivement les trois sur-
faces deux a deux, la somme des produits des deux courbures de
chaque groupe appartenant a ces deux surfaces est égale au pro-
duit des deux courbures conjuguées en arc empruntées a ces
mémes surfaces.

TutoriMe X. — La somme des produits deux a deux de toutes
les courbures appartenant a chaque groupe est égale d la somme
des produils des courbures conjuguées en arc.

Turortse X1. — La somme algébrique des produits des cour-
bures de chaque groupe est nulle; ou encore : le produit des trois
premiéres courbures est égal au produit des trois secondes cour-
bures changé de signe.

La méthode que nous avons suivie pour arriver aux proposi-
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tions qui précédent, et aux formules dont elles sont la traduction,
est plus longue assurément que celle adoptée dans le méme cas
par Lamé, qui se borne & établir la seconde formule (90) (ou les
théorémes IX et XI qu'elle entraine & cause du théoréme IV du
cas général). Mais elle a I’avantage, étant calquée en quelque
sorte sur celle que nous avons suivie dans le cas général, de
mieux faire ressortir les différences avec les résultats obtenus
pour le cas général, c'est-a-dire de donner notamment les for-
mules (87), (89), et la premiére des formules (90), qui ne se
trouvent pas dans Lamé, et par conséquent de constituer pour
nous une étude & la fois plus facile et plus compléte de ce cas
particulier intéressant.

Ayant ainsi esquissé, a titre d’exemple et d’application de nos
formules, les principales propriéiés des courbures du systéme
triple orthogonal, nous reviendrons maintenant a la théorie des
surfaces en général, pour examiner dans un dernier paragraphe
ce qui se rapporte A la recherche des ombilics.

V. — RECHERCHE DES OMBILICS.
APPLICATION A LA SURFACE DES ONDES.

On appelle ombilic un point d'une surface tel que les rayons -
de courbure de toutes les sections normales relatives & ce point
sont tous égaux et de méme signe. '

Dans I'étude de la forme d’une surface, la question de savoir
¢'il existe des points semblables, et dans le cas affirmatif 1a déter-
mination de ces points, s'impose évidemment aussitét aprés la
détermination des rayons principaux et des sections principales
des points remarquables, comme étant de nature & donner &
Pesprit I'idée la plus juste de la courbure générale de la surface.
Cette recherche présentant donc une trés grande importance,
nous lui consacrerons exclusivement ce dernier paragraphe, dans
lequel nous exposerons successivement les différentes méthodes
qu'on peut déduire pour cet objet de nos théories précédentes,
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et qui, bien que basées sur des considérations fort diverses,
doivent toutes, bien entendu, conduire au méme systéme d'équa-
tions.

Preniere METHODE. — La premiére, que I'on peut qualifier de
géométrique par opposition aux suivantes qui sont purement ana-
lytiques, ressortira trés simplement de la considération de la
surface indicatrice et nous fournira les équations cherchées par
un simple calcul de géométrie analytique.

En effet, dire que tous les rayons de courbure des sections
normales sont égaux et de méme signe, c’est dire que I'indicatrice
est un cercle, et peut étre représentée par conséquent par l'inter-
section d'une sphére décrite du point considéré comme centre
par le plan tangent de la surface au méme point. On devra done
obtenir les équations cherchées en exprimant que I'intersection
de la surface indicatrice par cette sphére, qui dans le cas général
devrait étre une courbe a double courbure, se réduit dans le cas
particulier actuel & une courbe plane, dont le plan est précisé-
ment le plan tangent & la surface. ‘

Pour exprimer cette condition, si nous représentons pour un
instant par

Ax? + By 4 Cz* + 2Dyz + 2Ezx + 2Fxy =1
- Péquation de la surface indicatrice, et par
lx +my +nz=0, -

I'équation du plan tangent, rapportées toutes deux au point con-
sidéré comme origine, ’équation générale des surfaces du second
ordre passant par I'intersection de la surface indicatrice et de la
sphére du rayon r décrite de l'origine comme centre, étant,
comme l'on sait,

Az’ +By'+Cz*+-2Dyz+2Ezx +2Fxy — 1 + k (2 + y* + 2 — ') =0,
on voit qu'il suffira didentifier cette équatioh avec la suivante

91). . . (lx+my+nz) ('z+m'y+n'z)=0,
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ce qui conduira & éliminer les quatre arbitraires !, m', n' et k
entre six équations, et par conséquent nous devrons obtenir
finalement deux équations entre les coefficients I, m, n, A, B, ...,
qui ne sont autre chose que les dérivées premiéres et secondes
de g, lesquelles équations, jointes i celle de la surface elle-méme,
détermineront complétement les points qui satisfont A la question.

La méthode et le but étant ainsi nettement indiqués, le calcul
sera des plus simples. Ayant développé I'équation (91) ainsi qu'il
suit,

W'x* + mm'y* + nn'z?
+ (mn' 4+ am') yz + (nl' + In') zx + (Im' + ml')my==0,

on voit qu’il suffira de poser :

A+k=Ill' Ba4+k=mm, C+k=nn,
92). { 2D =mn' + nm’, 2E =nl" + ln/, 2F = lm’+ ml',
‘ 14+ kr*=0,

lesquelles équations donnent par la premiére ligne

, A+k , B+k  C+k
l=——, n = —— n = )
) m n
et, en substituant dans la seconde ligne,
.2D=mc:k+nB;k=L[m’(C+k)+n’(B+k)],
2E=n“7"‘+tc:"——‘l-[n(A+k)+z-(0+k)],
2F=lB’:k+mA-;k=-li-[l’(B+k)+m(A+Ic)],

ou, en chassant les dénominateurs,

2Dmn = m* (C + k) + n*(B + k),
2Enl = n*(A + k) + P (C+ k),
2Flm = (B + k) +m*(A + k),



(93).
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ou encore :
k(m* + n’) ==2Dmn — (m’C + »'B),
k(n* + I = 2Enl —(n'A + I'C),
k(P 4 m') = 2Fim — (I'B + m*A).

D’autre part r étant le rayon de I'indicatrice, c’est-d-dire étant
donné par la formule (39) dans laquelle il faut prendre constam-
ment le méme signe pour un méme point, d’aprés la définition
méme de I'ombilic, la derniére équation (92) se transformera de

la facon suivante
. R Ao

‘ k —_— = 0 d' y =2 e —

-+ 0 ol N

Nous aurons donc finalement, en égalant les différentes valeurs
de k de ces quatre derniéres équations,
m'C + #’B— 2Dmn __ n'A + ’C — 2Enl
m? + n? - o
B+ m'A—2Flm Ay
o 4 mt

,

c’est-a-dire trois équations, dont les deux premiéres feront con-
naitre les coordonnées des points cherchés, et la derniére la valeur
du rayon de courbure correspondant.

Si nous récrivons maintenant ces équations en remettant & la
place des lettres I, m, n, A, B, ... les fonctions qu’elles étaient
censées représenter, ces équations seront définitivement les sui-
vantes, ‘

5@ 5t (551t
- (/)

]
2 2
{5 5
x/ Y Yy, x Ay

= = —

8l
<
&=

=R
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dans lesquelles les trois premiers rapports correspondent chacun
a I'un des axes coordonnés, et se changent par conséquent les uns
dans les autres par la permutation de ces trois axes.

Seconbe MeTHODE. — On arrivera au méme résultat 4 I'aide de
considérations purement analytiques, en exprimant que la valeur
fournie par 1'équation (5) pour le rayon de courbure d’une sec-
tion normale est indépendante de la direction de cette section,
c'est-3-dire des valeurs des cosinus @, b, ¢ qui particularisent
cette direction. B

En effet, ces trois cosinus étant astreints & vérifier les deux
équations (7) (paragraphe 1°), si I'on tirait de ces deux équations
la valeur de deux d’entre eux, a et b, par exemple, en fonction du
troisiéme c et que I'on reportat ces valeurs dans le second mem-
bre de I'équation (3), cette expression devrait alors, dans le cas
actuel, se réduire & une constante; et par conséquent on obtien-
drait les conditions cherchées en annulant séparément les coeffi-
cients de c’et de 4 ce qui fournirait bien encore deux équations
qui, jointes & I’équation de la surface, détermineraient les coor-
données des points cherchés, et la constante qui subsisterait seule
dans le second membre exprimerait la valeur de 31-;1’» et donne-
rait par suite immédiatement la valeur du rayon de courbure
correspondant.

Toutefois, nous ne suivrons pas a la lettre ce procédé qui
aurait le grave inconvénient de détruire la symétrie entre les
trois cosinus a, b, ¢ et néeessiterait des calculs aussi mal aisés
que peu élégants, et nous lui substituerons le suivant qui revient
au méme quant au fond, mais qui ne donne pas lieu au méme
reproche et conduit, au contraire, a des calculs simples et symé-
triques.

A cet effet, la méthode que nous venons d'indiquer, consistant
en somme A éliminer deux des trois cosinus, soient a et b, entre
les deux équations (7) et I'équation (B), et & annuler ensuite
séparément Jes coefficients du troisiéme dans I'dquation ainsi
obtenue, nous observerons que pour faire cette élimination, il
n’est pas nécessaire de résoudre les deux premiéres par rapport
4 a et b pour reporter leurs valeurs dans la troisiéme, ce qui

Cho
(vain Tl
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compliquerait nos calculs de radicaux fort incommodes, mais
qu'en imitant un procédé d’élimination connu, nous pouvons,
dans les quatre équations suivantes

a’+b’+c’-—l=d,

(a?-c-b +c— )=0, b(a£+bz+c£)=0,
y x y z/.

(94).

c(a +b9+c )=0
z y z

qui se confondent avec. les deux équations (7), considérer séparé-
ment a8, b3, ab, ac comme quatre inconnues distinctes et élimi-
ner ces quatre inconnues entre ces quatre équations qui sont
alors linéaires par rapport & ces nouvelles inconnues, et I'équa-
tion (3) qui I'est également. Mais alors la variable ¢ n’entrant plus
au premier degré dans I'équation résultante que par le produit bc,
il suffira évidemment d’annuler le coefficient du terme en c2 et
celui du terme en bc, pour que cette derniére équation devienne
réellement indépendante de a, b, ¢ sous la condition exprimée
par les équations (7), c’est-a-dire, en d’autres termes, pour que
I'expression % se réduise  une constante pour toutes les valeurs
de a, b, c satisfaisant & ces équations (7).

En résumé, la présente méthode consiste donc a éliminer
quatre des six inconnues a?, b3, c3, be, ca, ab entre les cinq équa-
tions (B) et (94), qui sont toutes linéaires par rapport & ces
inconnues et & égaler ensuite & zéro les coefficients des deux
autres inconnues dans I'équation résultante. On voit donc que le
probléme analytique en face duquel nous nous trouvons est iden-
tique & celui qui se présente lorsque I'on veut appliquer 4 un
systtme matériel d liaisons le principe des vilesses virtuelles, et
par conséquent nous pourrons, pour effectuer cette série d’opé-
rations, employer la méthode si élégante des coefficients indéter-
minés de Lagrange.

Pour cela nous multiplierons les quatre équauons (94) respec-
tivement par quatre coefficients arbitraires que nous désignerons
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par h, k 5, 4 5., k' ; » et nous l.es ajouterons a I'équation (5), ce
qui nous fournira I’équation suivante,

A F(ab o)+ k(e + b+ —1)
: +ka!(a3+bt+cz)+k'bz(a3+bi+cz)
x\x y z y\ x y z
+ k'c= (a +blact )-=0
. x y

ou, en développant, substituant 4 F (a b,c) sa valeur (2), et ordon-
nant par rapport 4 a, b, c:

/

LA [h+l:( ) '] b’[h-a—k ()- *_] +c’[h+k" ']

R y v z

) z
+bc[lc’zz+k"£? ] [ PP kiT_of ]

yz  zy zx xZ zz

/ PP RS S ]

\ zy yx

et ensuite nous écrirons que I'on a séparément

A

= —h=0,

1 2 2 2 2 2 ’
h+k (i) —f =0, b+ k'(’;)—’—,=o, h+ k"(i) ¥ —o,
x Y Yy z

l
k'-.-k"”’ 2_=o K+ k”’ 2—=o k+k)P P —of —o;
( )y v ( ) ( )—y e

d’ot1, en éliminant A entre les quatre premiéres équanons, et
” récnvant les trois autres :

gt i)
R o ka: y’ky z’kz’
!

(95). , _
k+k)it—of, as k)--—2—-, (k+le’)=2—-
ys  yz xy
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Les deux derniéres expressions de ‘—‘l'i! nous donneront main-

tenant
‘i(?_)'=(£)’f_'_g~(2;t A LAWY (A T LS A
Rly \y/ = yz) R(z) '(z)y' (yz)’

d’ou, en ajoutant, et ayant égard ensuite aux équations de la
seconde ligne du groupe précédent (95)

Mg [re\*  1p ?\’ ¢’ (?)’?’ v oen (2 2V
166 T-6) 5@ 5w
2,2 2 2
=(9) L (f) 522 s
Y/ z z/ Y yzyz
et nous tirerons de la par conséquent la premiére des trois équa-

tions.suivantes
t 2 % 2 2
() 5+ () —atr L
Ay \y/ z z/ y yzyz
R 2 2
G+
y z
z 32 2 .93 2 2 2 2 2 2
[) G+ (f) G—eilZ (1) Ce(f) G-2lll
z/ x/ z Zx2% x/ ¥y \yl x Yy,
- AN A} - e\ (2"
(&~ &)+
¥4 X X y/ -
les deux autres résultant évidlemment de ce que dans chacune
des deux lignes d’équations (93) les trois équations se per-
mutent entre elles, lorsque I'on permute simultanément les trois
lettres x, y, z et les trois lettres k, &', k', opération qui a simple-
ment pour effet d’échanger entre eux les trois derniers rapports
que nous venons d’écrire, ainsi que nous I'avons déji remarqué;

et I'on retrouve ainsi les équations déja obtenues par la méthode
précédente.

TroisitME METHODE. — Au lieu de partir de la considération
du rayon de courbure des sections normales et d’exprimer qu’il
est indépendant de la direction de la section, nous pouvons encore
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considérer les sections principales et exprimer qu'elles sont indé-
terminées, car il n’y a plus évidlemment dans ce cas ni -rayons
principaux, ni sections principales, toutes les sections normales
étant pareilles au point de vue de la courbure, et jouant par con-
séquent un rdle identique.

" Pour cela il suffit évidemment d’exprimer que les trois équa-
tions qui déterminent la valeur des trois cosinus a, b, ¢ corres-
pondant aux sections principales se réduisent dans ce cas & deux
seulement. Or, nous avons établi dans le paragraphe II que ces
trois cosinus devaient satisfaire, pour les sections principales, en
outre des équations (7), aux équations (9) ou (12), et nous avons
eu soin de faire remarquer qu'il n’y avait pas en cela surabon-
dance dans les conditions imposées, attendu que ces cinq équa-
tions considérées simultanément se réduisaient & trois distinctes
seulement. 11 suffira done, dans le cas actuel, d'exprimer que la
premiére des équations (7) se confond avec I'une des équa-
tions (9) ou (12), ce qui fournira encore deux équations 3 joindre
4 I'équation de la surface pour déterminer les coordonnées des
points cherchés.

En considérant la premiére (12), par exemple, les conditions
ainsi obtenues seront

PO | 2 by

z R y z
S
x Y z

ou, en chassant les dénominateurs, et remplat;ant & par sa va-
leur $ H & cause de I'égalité de tous les rayons de courbure,

équations dans lesquelles il n'y a plus qu'a remplacer les dérivées
;‘,3,-, et H par leurs valeurs (28) et (28), pour obtenir les

équations cherchées.
Or, si nous observons que les expressions de ces dérivées,
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étant multipliées et divisées par A}g, peuvent étre mises sous la
forme -

1 » 1 ! a} PO | ' 14}
°=T(A3?L,—3* '7)’ -=T(4?L—z—'—,)'
x Al  x x Y Ay xy Ty
AL 9_'_1*;‘4";), '
z A for z z

et, si nous substituons ces derniéres expressions ainsi que la

valeur (28) de H dans la premiére des équations précédentes (96),
elle deviendra, en la multipliant par 2Aje,

?( fl_r_*“f)_t(; L LAY B2 T (”1) .
2[j((A“’:ac‘ zx ) a\"Tayz y ) Ty fupler F:g’z ’

ou, en faisant passer tous les termes dans le premier membre,
2 A’
? [F (i,g,i) — Alpagp + QA:?%_Qii'_’] _
y X y z x x X

v 2 . 2 lAl
—ofa® 2('—) LAl
x g z/ y

c’est-a-dire, en remplacant maintenant les symboles F, Ay, A,,

et leurs dérivées, par leurs significations définies au para-
graphel :

Z%(ﬁ)’i:_..({)’f;.,_(Z)’f;_._gﬁii_,_gﬂii.._gﬁii

y(\o/ z y/ Yy z/ z Yyzyz Zx2x Ty xy

;] ] 2 2 L § ]

LA P\ (e [2) |E

(;*;*:*)* 2 [(;) +(y) *(z)']x-

: ] 2

_21(11+21+1z_)

z\x2* Yyr =zzx

_o? (z)’+ (z)’,, (z)‘]ﬁ +2 (z)’(z P _i) —o0.
x| \x Yy z/ |xy x/ \xxy yy' zzy

Or, si 'on développe cette équation en 'ordonnant pour plus
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de clarté par rapport aux dérivées secondes, on obtient simple-
ment aprés réduction

(6~ [E -0 [~ )
st [l G- [ (5o

et, si I'on multiplie maintenant tous les termes de cette derniére

équation par Zs et que I'on ajoute et retranche pour la sy-
. 2 2 o , . .

métrie le terme (2) (;) 5,—, on pourra I'écrire en mettant en

évidence les facteurs communs :

[6)+ G [~ (52222
=[E -G (G5~ 65—

_ou, ce qui est la méme chose :
(t;)’£+ (A (z) ¢
y 2 My yzyz el gy zyzy
[ 2 -
5+ ) -6
Y. z z Yy
Pour savoir & présent ce que deviendrait, étant traitée de la
méme fagon, la seconde équation (96), il n’est pas nécessaire de
recommencer des calculs analogues, il suffit d’observer qu’elle se
déduit de la premiére par la simple permutation des deux lettres

y et z sans toucher & la lettre x, ce qui donne en effectuant ce
changement dans le résultat que nous venons d’obtenir :

(4 Ry DY A8 S N 4§ Y
2zl y y/ z zyzy \uz zl = xz2z

-6 -6

97).

(98).

]

I 2=

<

L IR L
+(z) %_221?_
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Or, il suffit de regarder ces deux derniéres équations pour
voir qu’elles ne sont autres que les deux premiéres équations (93),
dans lesquelles I'ordre seul des termes a regu certaine modifica-
tion, -

Enfin, bien que nous ayons déja la valeur de R par la formule
R= 5 H, et la valeur générale de H (28) ou (31), ainsi que nous
I'avons déja rappelé tout & I'heure, si I'on veut retrouver pour
I'expression de ce rayon la forme qui résulte de la derniére des
équations (93), il suffira, les deux premiéres étant établies par
le calcul qui précéde, d’ajouter ensemble tous les numérateurs et
de diviser par la somme des dénominateurs des treis premiers rap-
ports; on obtiendra ainsi un rapport égal A chacun d’eux, qui

sera le suivant
(Z)']!;'_,rri‘ Rida
y/ Jz* yzys zx3T

L) B 6+ 1)

+

2
Nida

Tyzy

- -0

A2pA —F(—,-,—)
| iRt

en vertu de la formule (28) déja rappelée, et, par conséquent,
I'on retrouve bien encore par cette voie les trais équations (93),
que nous avions déja obtenues.

QuaTriise METHODE. — Une derniére méthode, enfin, consiste a
exprimer |'égalité en grandeur et en signe du rayon de courbure
de toutes les sections normales, en posant simplement la condi-
tion d’égalité des racines de I'équation (16) qui fournit les deux
rayons principaux dans le cas général, car il est évident d’aprés
la formule (23), que si R’ et R"" deviennent égaux, R sera con-
stamment égal & leur valeur commune. C'est la méthode a
laquelle nous avons déja eu recours dans le paragraphe III pour
traiter ce probléme dans le cas de I'ellipsoide, mais en profitant

‘alors des simplifications trés grandes dues & la forme pamcuhére

de I'équation de la surface.
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Mais nous devons dire tout de suile qu’a notre avis cette der-
niére méthode présente une infériorité réelle au point de vue -
didactique, et surtout envisagée comme méthode d'investigation,
par rapport a celles que nous venons d’exposer jusqu’ici, en ce
qu’elle ne permet pas d’apercevoir ¢ priori comme les méthodes
précédentes a quel genre de solution on devra arriver; car tandis
que ces derniéres faisaient voir avant tout calcul que I'on devait
obtenir deux équations entre les coordonnées des points cher-
chés, a joindre & I'équation de la surface, et que par conséquent
la solution consistait en général en une série de points isolés, la
méthode qu’il nous reste & faire connaitre ne fournit tout d’abord
qu'une seule équation, quaucune considération intuitive ne fait
supposer devoir se décomposer en deux équations distinctes,
en sorte qu'il semble, avant d’avoir achevé le calcul, que I'on
doive arriver & une ligne tracée sur la surface, et non a une série
de points, comme cela a lieu en réalité. — Néanmoins, comme
. cette méthode se présente trés naturellement & I'esprit, dés que
'on se rappelle la notion si simple et si lumineuse de I'indica-
trice, et qu'il est d'usage d’y avoir recours dans la théorie clas-
sique, que nous nous sommes proposé de refaire, noys croyons
devoir la développer ici également, afin de bien montrer que,
malgré la multiplication du nombre des termes, on peut traiter,
en conservant la symétrie des trois variables, absolument toutes
les mémes questions qu’en la détruisant, comme on le fait dans
les formules usuelles; et la complication indiscutable de la for-
mule que nous allons établir, nous servira de dernier argument
et de meilleure preuve en faveur de la thése que nous avons
soutenue dans tout le cours de ce travail, & savoir le trés grand
parti.que I'on peut tirer de la symétrie dans toute cette théorie,
lorsque F'on a appris dés le début & s'en servir.

Cette formule, sur laquelle repose tout entiére la méthode
que nous venons d’indiquer, consiste dans I'égalité

abc (E ”g ;’1) ass (H'— 4 K)
(#9) ¢ ¢\ XA ¢ 2\’
=(a .;,-z—) (bcl_cb'):-o-(bf;;)‘(ca —ac')+ (c ;g) (ab'—ba')?,



— 110 —

laquelle devient une identité, lorsque I'on y remplace A par sa
valeur connue, H et K par leurs valeurs (31), et a, b, c,a',b', ¢’
respectivement par les expressions suivantes, que ces lettres
seront censées représenter désormais :

3.3 3. 93
= (e (g
y/ z y yzyz

r)'s (z)’i_ ree
(100). . . | (;)§+ x/ 2 gza:z:c’

ael - hdv ke
don- =)+ (5 v=(E () =+ )

Pour établir cette identité, nous partirons de la considération
du second nombre de I'égalité (99), en posant

(102)A=(a'§§)'(bc'-cb')* (b'”) (ca’—ac )'+( )(ab' —ba')?,

et nous le transformerons de maniére & arriver au premier mem-
bre de la méme égalité, en y faisant apparaitre successivement
les trois facteurs a'b'c’ (’") » et A%p (H2 — 4K) qui compo-
sent ce premier membre

Pour cela, nous écrirons d’abord A, de la fagcon suivante :

__(z 'b" 'b') (i-a’b‘cz b"’)
z x

2
+ G. beal— 2. cab Z) ,
x T Y

et nous le mettrons, par une transformamn connue sous la
forme

03 . . . . .. .A=S—T,
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en posant pour la commodité du calcul :

O e R | ey
(108). . T— [b'c’a (i) + c'ab (37) v 2) ]z.

- Cela posé, nous ferons apparaitre dans A le facteur a'd’c’, en
opérant ainsi qu’il suit.

Si I'on fait attention que les expressions (101) de o', ¥, ¢,
donnent lieu aux égalités suivantes :

N N M
| T |4 b.=._(g) ,,___,__(z),
a Ay (1‘), Agp y y C Ay p

N 2 2
b’ +c'=a'+2 (Z) , € 4+a'=b'+2 (?;) y @' +b=¢c'+2 (Z) s
x y 3z

(106). @+ b =22},

N 3 2 )
b'e = (Z -?-) + 4} (3) , ca'= (2 2) + Adp (Z) ,
Yz x zx y

on voit que l'expression ci-dessus de S (104), multipliée par 2,
peut étre transformée de la fagon suivante

95 =(a+ b+ 0) [b'c' eal) v wew(p §)+ v (2] ]
S
o] el o o] e ]

) [

en ayant égard a la troisiéme égalité (106), puis pour effectuer
8



le produit prenant d’abord tous les termes de ce produit qui
font apparaitre le facteur a'b’c’, et remplagant dans les autres
termes les facteurs (4" + ¢'), (¢’ + &'), (@' + &), par leurs va-
leurs respectives (106). En effectuant maintenant les produits
partiels dans la derniére égalité qui précéde, on voit que le fac-
teur 2 se montre partout, et nous aurons simplement

7. . . . ... .8=U+V,

en supprimant ce facteur et posant encore, pour faciliter les
transformations,

(TN o B s By
o= s [T+ [ T [ T

et la valeur (103) de A deviendra :

(108).

109). . . . A=U+V—T=U—(T—V)

Or d’une part, 'expression de U qui précéde peut s’écrire, en
substituant aux produits b'c, c¢'a’, a'd’, leurs valeurs (106),

eeer e )
(110)( | +§( )H;, 'ﬂ
[ o]

et d'autre part, les expressions (103) et (108) de T et de
donnent immédiatement

12 2 2 2
T—V=2 [c’a’b (3) -a'b’e (i) +a'b'e (t) b'c’a (i) +b'ca (?-) . c'a’b(i)’]
A y z 2 \x x Y

1 2 L]
=2a'b'¢ [a' (31) be + b’ (Zi) ca+ ¢ (if) ab],
yz x zy
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ou, en remplacant dans la parenthése du dernier membre o', %', ¢’,
par leurs valeurs (106),

T—V=2ab¢ [g Alp — (%)’! (;i-)’bc
= (N G2 e - OV
=2a'b'c [A:,,

de telle sorte, qu'en substituant cette derniére valeur de T — V
en méme temps que la seconde valeur de U (110) dans la
seconde expression (109) de A, on voit qu'elle pourra s’écrire

(11). . A=abe [(: ; :) (@ + b + c)'— ak :)c_)],

en posant de nouveau

Xl 2 a2 o ol

et, sous cette forme, le facteur a'd’c’ élant mis en éwdence, on
voit que pour faire apparaitre de méme le facteur (fff > qui
figure déja dans le premier terme de la parenthése, il suffira de
la faire apparaitre dans I’expression de J{.

(=Bl e o [ o ()]
o2 el o) (0]

en la composant ainsi de trois termes qui se déduisent les uns
des autres par permutation circulaire : il suffira donc d’en cal-
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culer un seul. Or, en se reportant aux expressions (100), il est
facile de voir qu’elles donnent lieu aux égalités suivantes :

(s )= G B G 5 B3

_zz_(zf_ re :_?1),
Ty yzxr zaY
2 2 t L IR 2 | T 2 2
? ] A AN A (A
a?+b?+°?=2[( ) y’z’+(y) El +() =y
(113) - BN S A 2
yzyzx* zxzxy xyaxy

CER PR
5568 - G E 56 5 ()
~le -G Ea))

On trouverait de méme sans peine, en retranchant de la pre-
miére de ces derniéres égalités, la premiére des égalités (100)
multipliée par 2 (-) s

-2 zz)’ zzz(z? Zi.,.!i)...gffl’.fi-
yz/ & zyz\zyz yzx zayl . Txyz xyz]’

a1e) . ... §=RT TP 7T,
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nous aurons par permutation circulaire les trois égalités,

‘,,(z)’+ . (z)’__ a (z)’= 9 '(z z)’z’_zzz ~offr 22
y/ z x | \yz/'x* xzyz TYz TY3 |
c(z)’+a(z)'_b(z);a'(zz)‘?_: 1278, 9?28 2 7]

3 x Y | \zx TYyz TYz yzx

of)« o)+ < =o[ (23] 5- 25282252 15
z \y z xzy xyz Tys zaxy|
puisque,l'expression (114)des § restant invariable dans ce change-
ment, les trois quantités a, b, c, c'est-d-dire les expressions (100)
se déduisent elles-mémes les unes des autres suivant cette loi.
Si nous multiplions maintenant ces trois derniéres égalités
respectivement par a (£ )’ (P) »eoff )’ et que nous ajoutions,
nous obtiendrons alors pour la quantité 9, en vertu de la
valeur (112), I'expression suivante :
(113) 3{'__:.2(2;’:1),(“?_:4.51:... cL:) —2f
: Yz x Y z x
en posant une derniére fois

6= 8o s ]l (23]

Or, si nous avons égard maintenant & la premiére et 4 la troi-
siéme des égalités (113), ainsi qu'a la valeur (114) de §, cette
derniére expression de & deviendra :

G=2(__+ZL.._2?_) (zz)f;,,(”) +(zz)’1
zyz  yzz  zayl |\yzl & \zz) y \zyl 2

2???(9? 9 ¢ f?’)’
_— e | — e ——— = —
zyz\xyz yzx zay

e (fee\'e®  [pe\*¢
—2[;;2 (;;)W(;;) —}
L9 (zz)'zi (zz)’f{

yzz [ \yx/ 2*  \yz
vy
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Or, sous cette forme, il est facile de voir qu'en effectuant les
produits, chacun des termes de la premiére ligne détruira un
terme identique dans les troisiéme, quatriéme et cinquiéme
lignes, de maniére que ces termes disparaitront entiérement du
résultat; et de méme que les termes de la seconde ligne se
réduiront avec d'autres termes semblables de la derniére ligne,
mais sans disparaitre cette fois, & cause de la différence des coef-
ficients numériques: en sorte qu'il restera simplement, en met-
tant en évidence les facteurs communs,

2 92 2 2 2 2
Gglff[redsd sty rod s
zyslyzyz s zzzzxy' xyaxy 2’

2

3\2 2\2 2 ;] 2 2
+(z ?_) +(z_v_) +(19_) AP KA NS S 2% S zu.].
z yz Y zx zxy yzzTXTY za:xyyz Tyyzsx
Si noussubstituons maintenant cette valeur dans I'expression (1135)

de ), et que nous ayons égard en méme temps 4 la deuxiéme
des égalités (143), cette expression deviendra

3(=4<Z!’;’_’)'[(’) ”".._( ) ”’"_._(") Ll S 4.8 SPNL 45 o WG X 4

zys ¥ s B2t \z) o'y yzysa' zas@Yy TYTYZ
_1111_2111_2211_(zi)'_(3 ?’) (? y’)'
yzyza' zxzxy =xyaxyz' Y 2% 3 zy

2 .19
Qggg_r__'_g???? 2999 77,
yzzxxy zZ xxYy Yz xyyzsz

ou, en réduisant et ordonnant par rapport aux dérivées premiéres
:, 5’ z b

xed e T ) 2

zyz/ [\x/ (y*'z* \yz \y/ (2" \zz z/ (2'y" \ay

] - ! 2 2 e 2 2 2 T 2
.,.g.’;f(i v_¥ )4.,?_1(11_11,)4_922 (L Z__L?_) :

Yy z\y® zx yzm zx\2yxy XY zy\xzyz xyz*
c’est-a-dire que I'on aura simplement, en se reportant i la seconde
formule (31) :

:)(’._4(?;’) (Kaly).
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Si nous substituons enfin cetle derniére valeur dans i’expres-
sion (141) obtenue plus haut pour A, en ayant égard, en outre,
a4 I'égalité déja signalée & propos des équations (98"*), savoir

(118) . . a+b+c=A},A,p-—F(£,§, §)=HA=7,

nous aurons définitivement,

A= atbe (P2 2) [Haley — salp (Balg)
= syz [(Haty ir (Kajs)],

ou, si I'on aime mieux,

]
A=abe (E 5 ;) alp (H? — 4K),

et I'égalité de cette valeur transformée de A, avec sa valeur de
définition (102), d’oit nous étions partis, constituera précisément
I'identité (99) que nous nous proposions d’établir.

'

Avant de déduire de cette formule les conséquences immé-
diates qu’elle comporte pour la recherche des ombilics, nous
demanderons au lecteur de nous permettre une courte digres-
sion, et nous nous arréterons un instant en vue de répondre &
une préoccupation qui peut naitre dans son esprit. La méthode
a I'aide de laquelle nous venons d’établir cette formule consistant
en une simple vérification, c'est-a-dire étant essentiellement un
procédé de démonstration et nullement un procédé d'invention,
on pourra nous demander, & défaut d’'une méthode réelle d'in-
vestigation, d’'indiquer ou une série logique d’inductions, ou
tout au moins une méthode de tAtonnements rationnels, propres
& mettre sur la voie d’'une formule aussi compliquée, sauf &
recourir ensuite & une vérification nécessaire.

Le procédé qui se présente le plus naturellement & I'esprit, &
savoir celui qui consisterait & partir de I'identité correspondante
dans la théorie classique, et & y substituer les valeurs des déri-
vées p, q, r, s, t, déduites du théoréme des fonctions implicites,
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suffisant & la rigueur (quoique pénible et fastidieux) pour
retrouver toutes les formules que nous avons données jusqu’ici,
ne saurait conduire au but dans le cas actuel, parce que Ia
symétrie ayant été rompue & I'origine du calcul, la complication
de la formule est trop grande pour qu’il soit possible d’aperce-
voir le moyen de la rétablir & I'aide de simples transformations
algébriques. Mais de méme que la symétrie a seule pu nous per-
mettre de conduire & bonne fin la vérification laborieuse de cette
formule, elle seule peut encore nous fournir une indication
logique qui nous mette sur la voie pour la trouver.

En effet, connaissant par les méthodes exposées préecédemment
le résultat auquel nous devons arriver pour la recherche des
ombilics, et qui consiste dans les équations suivantes

a b ¢ Halp
m7n . . . .. F Rt vl

lesquelles se réduisent & deux seulement, ainsi que nous I'avons
fait remarquer, on voit que dans la méthode que nous traitons
actuellement, le discriminant H* — 4K devra se réduire & une
somme de carrés contenant en facteurs au moins deux termes
de I'une ou l'autre des deux séries suivantes

be' — cb’, ca’ — ac'y ab’ — ba’,

a’Haly — 2aalp,  O'Halp — 2balp,  ¢’Halp — 2calp,

ou tout autres combinaisons analogues des équations qui pré-
cédent, mais cellesci étant évidémment les plus silflples, il
convient de porter de prime abord son attention sur elles.
Mais alors la symétrie exige que dans chacune de ces séries les -
trois termes qui la composent interviennent également, de sorte
queI'on se trouve conduit & essayer, pour le discriminant H3— 4K,
I'une des formes

A (be’ — eb')*+ B (ca’ — ac')* + C (ab’ — ba').’ ,

118).
(118) A (a’Ha}p — 2aa3p)*+ B (b'Hajp — 20ap)*+ C (c'Hajp — 2¢a3p)",
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ou encore

\ A (b —cb’)*+ B(ca’ — ac’)*+ C(ab’ — ba')*
(149). + D(a’Ha}p — 2aa}y)*+ E (b'Hafp — 2ba}e)' -+ F(c'Hafp— 2cale)’,
qui toutes, dans I'hypothése des coefficients A, B, ... de méme
signe, conduiraient également aux seules équations (117).

On voit, de plus, qu'il faut pour cela que les coefficients ne
dépendent pas de la courbure, c'est-4-dire ne contiennent pas les
dérivées du second ordre de ¢; car, sans cela, du moment qu’on
satisferait en les annulant & I'équation H?* — 4K =0, I'on
trouverait de cette fagcon pour déterminer les points cherchés
des équations distinctes des équations (117). Ils pourront, au
contraire, contenir les dérivées premiéres, parce qu'alors les
équations obtenues en les annulant exprimeraient une propriété
relative 4 la normale ou au plan tangent et non a la courbure,
et, par conséquent, ne sauraient fournir de solutions pour la
recherche des ombilics, lesquels, & priori, ne peuvent évidem-
ment étre caractérisés que par des équations ou figurent les
dérivées du second ordre; et, en conséquehce, il n’y a rien dans
cette derniére hypothése qui implique contradiction avec le
résultat connu auquel on doit parvenir en définitive, c'est-a-dire
avec les équations (117).

La question étant ainsi posée parmi les deux premiéres formes
de développement (118), c’est assurément la seconde qui offre
d priori, sinon la plus grande probabilité, du moins la plus
grande facilité pour vérifier si, oui ou non, elle est applicable &
I'équation H*— 4K = 0 ; aussi est-ce celle-1a qu'il convient d'es-
sayer tout d’abord.

En effet, cette équation devant s’écrire, si 'on veut chasser
les dénominateurs pour n’avoir affaire qu'a des polyndmes entiers

(120). . . afp (H* — A4K) = (Halp)? — 4alp (Kalp) =0,

on apercoit de suite une analogie trés grande entre cette forme
et la seconde (118), qui en développant peut s'écrire ainsi
(Aa"™ + Bb™® + Cc’®) (Hajp)t
— 4alp [(Aaa’ + BbY + Cec’) Hajp — alp (Aa* + Bb* + Ce)];
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et I'on voit alors qu'on obtiendra I'identité cherchée, si I'on peut
satisfaire, par des valeurs de A, B, C remplissant les conditions
indiquées tout & I'heure, aux deux équations suivantes

Aa’” 4+ Bb"* 4 Cc* =1,
(Aaa’ + Bbb' + Cec’) Ha}ly — a}p (Aa® + Bb* + Cc”) = Kafp,

probléme dont il est évidemment plus facile de reconnaitre la
possibilité que pour I'identification de la premiére forme (118),
a cause de la comphcauon moins grande des termes du dévelop-
pement.

Dans ce but, nous considérerons d'abord la seconde de ces
deux derniéres équations, qui seule renferme des dérivées
secondes, et nous identifierons les deux membres de cette équa-
tion, en les ordonnant I'un et I'autre par rapport aux dérivées
secondes considérées comme variables. On voit alors, en se
reportant aux valeurs (31) et (100), que, si nous prenons en par-
ticulier les trois termes carrés en ( (’") (”) (qui doivent
fournir les équations les plus simples, parce que ces carrés n’en-
trent pas dans la valeur de KAlp), il faudra tout d’abord que les
trois coefficients A, B, C vérifient les trois équations suivantes

[w () + e (;) o —ap [B(2) +c (%) —o0,
] 27] B 3 ]
[ (8 e () 0 = ste [ [2) -4 () ] =,
x z/ | | \x z
27 B & 47
[Aa' (i—)’-t- Bb’ (i—) ¢ —akp A(;) +B (,;) ] =0;
ou, en ordonnant par rapport aux inconnues A, B, C,

2 r 2] 2 r ’ 27
B (2-) a'b’ — A}y (2-) + C (?-) c'a’ — afp (Z) =0,
z/ | z/ y/ L Y

2 r 27 s I 2]
ofg) [oe e ( [ (5 [er—E) ] =,

A s o e ] o
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lesquelles, en tenant comptede laquatriémeligne des égalités(106),
ne sont autre chose que celles-ci

(B+ C) (?_Z%) =0, (C+A) (ZZ!) —0, (A+B) (2 % g;_)’___ 0,

c'est-a-dire, en retranchant successivement chacune de la somme
i P PP\
des deux autres, et divisant par 2 (; y:)’

AO B=0, C=0;

et 'on reconnait ainsi assez rapidement I'impossibilité du déve-
loppement sous la seconde forme (118) dans le cas général, c'est-

~ &-dire & moins de supposer nulle I'une des trois dérivées : ; ’:
Nous sommes dés lors ramenés  essayer la premiére forme(118)
comme la plus simple et la plus probable.

Pour cela, ayant posé de nouveau

T R A s A

“expressions qui, rapprochées des expressions (101), donnent,
comme il est facile de le voir,

2 2 ] 2 2 2 2 2
R B R R
y z x z x y x Y z
nous déduirons des égalités (100) les valeurs suivantes

\2,.2 2 2 2,2 2 2
| be—abm—a () (1) Ee (2] et Mg tE T

x/ x/ y z zZxzx  TYIY
2

2 2 2 2 3 2 2
(123). | cw—ac'= o (z) f__,,'r(z) g (z) NP 5 AW 2 5 o

y/ «* y' y \yl 2 yzyz xyaxy

ab'—ba'= —a' (z)’?—’+b’(z),£—c"( ) Qb’??? 2a 'Z;’;.i,
. 3z \z ¢ ¥/ 2 yzyz  zx3T

et nous identifierons, en opérant comme tout a I'heure, le pre-
mier membre de I'équation (120) avec la premiére forme (118);
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ce qui, en considérant tout d'abord, et pour les mémes raisons,
les mémes termes que précédemment, nous donnera, eu égard
aux valeurs (31)et(123), pour déterminer les coefficients A,B,C

les trois équations
L3 4 13
A (Z) a?*+B (Z) a®+C (i) a*,
x. Y z

] ' I3
st

4 ¢ ’
[ e¢*=A (f-) ¢* +B (;) ¢*+C (%) ¢,
x

lesquelles, en appliquant les formules connues, et tenant compte

des relations suivantes, que 'on déduit immédiatement des égali-
tés (101) et (121),

| an

2 ] ]
(128). a"— a"*=4(1 i) , b= 4(1 1) : c”—c""=4(?— 3) :
Yz zx xzy

et aussi de celle-ci, dui résulte des seules égalites (101),
o ool ol el
x y z TYz

. é ¢ 2
=a' (?L) + b (i) +c (Z) + 2 (t ? Z) =a'b’c,
T Y z
(4

Ty z
donnent sans peine, pour les trois quantités A(E)H B(E)S c(®)
considérées comme inconnues, les trois valeurs
’ ] T
e\ (a' 2) ?\* (b' ;j) 7\ (c' 2) :
N S U o AT
x a'b'c y a'b'e 3 a'b'c

lesquelles se prétent, d'ailleurs, trés facilement a une vérification
immédiate; car, si on les substitue, par exemple, dans la pre-
miére (124), on obtiendra en chassant les dénominateurs :

: 1 : 1
a’.a'be =a" [a"‘ (1) + b ({) +c? (?—) ],
x y z

(126).
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ce qui, en tenant compte de la premiére (123), n’est autre chose
que (126). ,

Cela fait, la possibilité du développement du premier membre
de I'équation (120) sous la premiére forme (118) n’étant nulle-
ment établie jusqu'ici, puisqu'a priort la troisiéme forme (119)
ou encore une infinité d'autres sont également admissibles, il
sera évidemment nécessaire de vérifier que les valeurs de A, B, G
qui résultent de celles que nous venons d'écrire, procurent bien
également l'identification de tous les autres termes du dévelop-
pement. Or, bien que I'effet de cette vérification doive s’étendre
4 18 termes, le développement en question en comportant 21 en
tout, on voit facilement qu'il suffira, pour la pleine certitude, de
s’en assurer pour 6 seulement; car, si nous représentons pour un
instant chacun de ces 21 termes par leurs variables seules dans
le tableau suivant

(ﬂ)’ (?_) L S A A S A SO
x* yz ¥z zxxy x'yz atzx 'z
(i)’ (L')’ L S S S S S S
y* zx/ 22 xyys Yz Yy Y oyz
(i-)’ (?_’)’ A A S A A S &
o\ xyl 'y yzzx ay 2 ys 3 ez’

on voit qu'ils se partagent en 7 groupes verticaux qui résultent
chacun de la permutation circulaire des trois lettres x, y, z, et
les coefficients de ces variables obéissant & la méme loi dans
chacune des expressions de H et de K, aingi qu’il résulte des
valeurs (31), il en sera évidlemment de méme pour tous les
termes du premier membre de I'équation (120), en sorte qu'il
suffira de constater I'identité cherchée seulement pour les pre-
miers termes de chaque groupe vertical du tableau qui précéde,
c’est-d-dire pour 6 de ces termes seulement, puisque I'identité des
termes du premier groupe est déji assurée par lafagon dont nous
avons déterminé A, B, C.

Cette vérification s’opérera sans difficulté en tenant compte
non seulement des valeurs (100), (101), (121) et (123), mais
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aussi des relations (106), (113), (116), (122), (125) et (126),
que nous avons signalées entre les quantités a, bc a, b,
a’, b", ¢’; et I'on acquerra ainsi la certitude que les valeurs de
A, B, C déduites des valeurs (127) procurent bien effectivement
Iidentité du premier membre de I'équation (120) avec la pre--
miére forme (118), c’est-d-dire que I'on a identiquement, en fai-
sant la substitution,
(Halp)*— 4aip(Kalp)
é‘[,.?",, a2\ N
=——Ia (—) (be'—eb’ y*+-b ’(—) (ca’—ac’)y+c ’(—) (ab’—ba )’],
a'b’c x y z 4

formule qui, en multipliant par a'b'c (g 5 ‘f)': n’est autre chose
que I'identité (99), 4 laquelle nous nous proposions d’arriver; et
c'est seulement aprés avoir reconnu la forme et s’étre assuré de
I'existence de cette formule par ce procédé un peu terre a terre,
mais sur et commode, et parfaitement suffisant pour une investi-
gation personnelle, qu'il conviendra d’en chercher, en vue de
I'exposition didactique, une démonstration synthétique dans le
genre de celle que nous avons présentée. Ajoutons toutefois que
dés que I'on aura procédé & la vérification que nous avons dite
pour deux ou trois seulement des termes du tableau ci-dessus, et
que ’on aura reconnu pour ces termes la concordance demandée,
la probabilité du succés de I'identification totale équivaudra dés
lors presque & la certitude; et I'on sera parfaitement en droit &
partir de cet instant, sans crainte de faire ceuvre vaine, de pour-
suivre la recherche d’'une démonstration directe de cette formule.

Revenons maintenant 3 I'objet immédiat de ce dernier para-
graphe qui est la recherche des ombilics, et voyons quelles
conséquences nous devons lirer, relativement & cet objet, de la
formule (99) que nous venons-d’établir.

Si nous excluons d'abord les points pour lesquels I'une des
trois premiéres dérivées g’ £, £ serait nulle, on voit d"aprés cette
formule que pour que I'on ait H2— 4K =0, il faut et il suffit
que I'on ait & la fois '

be' —cb’=0, ca’—ac’ =0, ab’'— ba' =0,
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et ces trois équations, qui se réduisent aux deux suivantes

|2
| o

’

128 ' _}5
(128). . . . ... S=p=

|
(5]

expriment, par conséquent, sous la restriction que nous venons
de dire, les conditions auxquelles doivent satisfaire les coordon-
nées de tout ombilic, et déterminent complétement ces points, s'il
en existe, conjointement avec I'équation de la surface.
" Mais ces conclusions ne sauraient évidemment étre maintenues,
pour le moment du moins, pour les points dont les coordonnées
annuleraient 'une des dérivées premiéres, et les solutions par-
ticuliéres qui correspondent A ces points nécessitent, par cansé-
quent, de notre part un examen spécial. :

Nous procéderons & cette discussion, en distinguant les trois
cas ou I'on supposerait nulles suecessivement, d’abord les trois
dérivées a la fois, puis deux seulement, puis enfin une seule.

Nous devons écarter tout d’abord d'une fagon absolue la pre-
miére hypothése, parce qu’alors la valeur (6) de R, de méme
que les valeurs (31) de H et de K, se présentant sous la forme
infinie ou indéterminée, la courbure d'une section normale quel-
conque est nulle ou indéterminée, et, par conséquent, la définition
précise de I'ombilic ne saurait s’appliquer a ces points singuliers.
On voit dailleurs que pour ces mémes points chacun des rap-
ports (128) prend la forme 3> et les équations elles-mémes dis-
paraissent sous la forme de I'indétermination.

Supposons donc d’abord seulement deux dérivées premiéres
égales & zéro, soit, par excmple, ¥ et L. Ayant, dans ce cas, par
les formules (2) et (31)
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d’ou l‘gn conclura immédiatement
alp(H' — 4K) = (Hajp)' — 4ajp(Kaly)
= [ G- 3] - [ 15 5 G ]
-5l G- 2 ()]

on voit par cette derniére expression, 5 ou A n'étant pas nul
par hypothése, que, pour 1'égalité des rayons de courbure prin-
cipaux, et par suite des courbures de toutes les sections normales,
il faudra alors les deux conditions

2 '] L ]
? ? ?
(‘29) . _y'_‘-’= 0’ —é_—o,

auxquelles devront satisfaire, par conséquent, les coordonnées
des ombilics pour lesquels le plan tangent serait paralléle au
plan des %yz .

Or, il est facile de voir que ces deux derniéres équations sont
bien ce que deviennent les équations (128) quand on y introduit
les hypothéses -y’f =0, et L — 0, lesquelles réduisent les deux
derniers rapports (428) respectivement & et Lretle premier
a la forme . L'une des équations (128) coincide donc déja ma-
nifestement dans ce cas avec la premiére (129). Pour voir ce
que devient I’autre, nous la prendrons dans le cas général sous

la forme ab’ — ba' =0, c’est-a-dire sous celle-ci
e (532
z x y/ z 2/ y Yyzyz
 § ) s 2 2.2 t ]
_ [(1) ~ () ] [(z) 2y ?T_gzzf;] —o,
y z z/ x x/ 2 Z % 2%

?
3

] . . . .
et nous y supposerons 3 et > infiniment petits du premier ordre.
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On voit alors, en développant et séparant les termes d’ordre infi-
nitésimal différent, qu’elle pourra s’écrire

CIEEREP S ) [CF

-

5 s )+ [ 5222 2]

équation dans laquelle tous les termes du premier membre sont
du second ordre, et ceux du second membre du troisiéme ou du
quatriéme ordre. Le premier membre est donc-séparément nul;
c’est-a-dire que I'on a rtgoureusemmt, en effagant les termes qui
se détruisent et divisant par (’) qui n’est pas nul,

L [, ] 2
() (5-5)—22if —o.
Y/ ey yzy=z

Mais d’autre part I'égalité des deux derniers rapports (128)
donne, dans la méme hypothése, d’aprés les principes mémes de la
méthode infinitésimale, c'est-d-dire, en négligeant les quantités
infiniment petites devant les quantités finies, :: =%, de telle
sorte que I'on a aussi rigoureusement, en vertu de I'équation: qui
précéde, ’

2 2
._.22.1?_=0 on ?_=

yzyz yz

et I'on a bien ainsi, dans cette hypothése de ¥ etg infiniment
petits, les deux équations (129), lesquelles subsistent, par consé-
quent, dans T'hypothése des mémes quantités rigoureusement
nulles. Ces équations (129) sont done bien ce que deviennent
les équauons (128) dans cette derniére hypothése. .
Pour voir, en second heu, quelles conclusions nous devons

tirer de la formule (99) dans la troisiéme hypothése, c’est-3-dire -

celle ol I'on suppose nulle uneseule des trois dérivées premiéres,

nous récrirons cette forniule dans le cas général en la divisant -

9
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par le carré de:-'une de ces. dém ées, par exemple, de la fagon.
suivante : ’

ab'e (3 Z) alp (H* — 4K)
Xz

= (a’ 2—)’(bc’ —cb') + (b’ 2 2).‘(“' ; ac')’ + (c' i)’ (;zb‘—ba')‘i

-

y

et.y. introduisant ensuite Ihypothése de =0, nous en dédui-
rons

| (@b (2] a8 — o)

(130). { _ (a,z):(-bc,_czm (”f J ) (oa':w ).:+ (c.i)o(ab"_ba')z,

y .

Iindice zéro mdlquant pour chaque quantité la substitution de
zéra A la place de L. Or, en nous reportant aux valeurs (100)
et (101), et observant que b et b’ ne contenant pas 5 ne seront
pas, atteints. par cette. substitution, nous obtiendrons immédia-

tement o
el 4mll sl

wvrm s )

(bc’—ab’)‘.,'=bc;,—c.b’=bu() ()” b= ()’(b,a";;).

vt 3 4 5

o o . v . oat—ac"
D’autre part, il est facile de voir que I'expression 35— D'est

(151). ¢

-anire chose: que le premier.membre de I'équation (97)', _car om.
verra, e se reportant aux calouls qui la suivent dans l'exposé de:
notre. troisiéme:: méthode; que.: Iéquation: suivante. (98), ow.
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ca'—ac'==0,a été obtenue précisément en multipliant cette
équation'(97) par £ 5o e ajoutant, pour la symétrie, des termes qui-
se détruisaient. Nous en' conclurons donc, en y faisant -’3 = 0,

- . PR IR | s 2
(132). (”" ac )=21(z) 2__21(1) z_=2_~_(3;1_11);
e. ) z\xlyz x\zlxzy xz\zyz zay
[

4

et, si rious substituons mainténirit les raémes valeurs (131) et
. (132) dans I'égalité précédente (130), nous obtiendrons

(o (e omom—smm Q[ (v
- PGl G ]
= G [ Gl (- 257

d'od, en ayant égard & la valeur de &' (101), et dmsant par
v (z ‘
2\ 3 ] 2 °2
s"(nz—4xo)=(b_b'l,) + 4[(!) +(§)’] (. )
. y x TYs z Y
'formule a laquelle se réduit I'identité (99) dans I'hypothése
de ! y—0 0, et qu'il est d'ailleurs facile de vérifier directement en
partant des valeurs de H, et de K, déduites des expressions (31).
Cela posé, la formule que nous venons décrire montre que,
pour obtenir l‘égallté des rayons de courbure prmclpaux, et

par suite de toutes les courbures, dans I’hypothése de £ = 0, il
faudra poser les deux conditions

\ .
#33). . . b-—b"’?.ao, P 2% o,
lesquelles devront étre vérifiées par eonséquent par les coordon-

nées de tout ombilic, pour lequel le- plan tangent serait paralléle -
a l'axe des ¥.
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Or, ces derniéres équations rentrent encore évidemment dans
les équations (128); car la premiére est manifestement ce que
devient I'une ou I'autre des deux équations

ch’ —be' =0, ab'— ba' =0

dans cette hypothése, et de méme Pégalité (132) montre que la
seconde (133) est bien ce que devient en méme temps I'équation
ca’ — ac’ =0, débarrassée du facteur que nous y avions introduit
par raison de symétrie, et qui lui communiquait dans ce cas son
apparence d’indétermination.

Notons en passant que ce cas particulier se présentera pour
tous les ombilics qui seront situés dans un plan de symétrie de
la surface, toutes les fois que I'on prendra, ainsi qu'on y a tout
avantage, ce plan de symétrie pour F'un des plans coordonnés,
car alors le plan tangent pour tous les points situés dans ce plan
étant forcément, par suite de la symétrie, perpendiculaire au
méme plan et par conséquent parallélea I'un des axes coordonnés,
P’une au moins des dérivées premiéres sera nulle pour tous ces
points; et par conséquent les ombilics, s'il en existe dans ce plan,
supposé pris pour plan des zx, vérifieront les équations particu-
licres (133), que nous venons d'indiquer. Ce cas particulier pré-
sente. donc une importance réelle qui justifie 'examen spécial
que nous avons été amenés & en faire; nous en verrons d’ailleurs
un peu plus loin une intéressante application.

En résumé, nous sommes donc ainsi assurés par la discussion
qui précéde que les solutions particuliéres que nous avions tout
d’abord été obligés d’exclure, satisfont bien comme les autres
aux équations (128), en sorte qu’il n’est pas nécessaire de main-
tenir cette exclusion, et que nous pouvons conclure encore une
fois de cette méthode que tous les ombilics seront fournis par les

_ équations (128) jointes & I’équation de la surface, ainsi que nous
I'avions conclu des méthodes précédemment exposées.

Nous terminerons ce travail en appliquant la théorie que nous
venons ainsi d’établir par quatre procédés différents & deux
exemples intéressants, qui, bien qu'inégalement compliqués,
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offrent & ce point de vue une remarquable analogie, & savoir,
I'Ellipsoide et la Surface des ondes de Fresnel, et les résultats
que nous obtiendrons trés simplement pour le premier exemple,
en faisant pressentir ceux relatifs au second, nous mettront sur
la voie pour diriger et mener & bonne fin les calculs beaucoup
plus complexes que réclame la méme étude pour la seconde
surface.
Prenons donc d’abord I'équation de l’elhpsmde en posant :

e LI |
Qf(x’y’z)—?'kg, ;;—- 1, et ¢(xy,2)=0,

dans laquelle nous supposerons suivant I'usage 2> 8 > .
Ayant tiré de la :

Pl r Y, v _ 2
x a! y p! z ,,l
¢ 1 | ? 1
;’-=-¢—” ?=-p—” z_'=;:i’

2 2 2
feo, =0, Lo,
y3 2z xy

et substitué dans les deux équations (128), qui deviennent alors
B (s G e
E-6 E@-E &6

ou, en multipliant les deux termes de chaque rapport respective- -

ment par 823, 323, a%f? :

ya 2 P z? 1[’
b—,-l-;— ;’-I-a—, ;;-!- E’-
y 2 ! = = z ya’
sp'_‘_ﬁly “”,;':"'7';!' p’;;-"“’é?

nous prendrons d’abord I'équation ca'—ac'=0, c'est-a-dire
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celle qui résulte de I'égalité des rapports extrémes ou la suivante

O ] =
laquelle en ordonnant et réduisant peut s’écrire :

Lle-nS-p—afrw-nZ]-o

Or, sous cette forme, on voit immédiatement que tous les
termes de la parenthése sont positifs d’aprés nos hypothéses sur
la grandeur relative des trois axes, et ne peuvent s’annuler en
méme temps, puisque I'origine ne fait pas partie de la surface,
Cette équation équivaut done simplement & y =0, c'est-d-dire
que tous les ombilics, s'il y en a, sont situés dans le plan prin-
cipal perpendiculaire & I'axe moyen.

Introduisant cette solution y =0, dans I'une des deux autres
équations que I'on peut prendre indifféremment, soit dans
ab' — ba’'=0, qui résulte de I’égalité des deux premiersrapports,
elle deviendra

2 .2 z* 22 2\ 2
2 ) =[5 e

ou bien

équation qui peut étre satisfaite, soit en annulant le facteur z%,
soit en annulant la parenthése :

Or, il est facile de voir que la solution donnée par le premier
facteur n’est pas admissible, car le point y=0, z=0, ou le
sommet situé sur I'axe des x, que I'on obtiendrait ainsi, ne répond
évidemment pas & la question. Les deux sections principales
relatives & ce point (au point de vue de la courbure) sont, en
effet, par une raison évidente de symétrie les sections principales
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de la surface (au point de vue des diamétres) dirigées suivant
cet axe, c'est-d-dire les deux ellipses

} ) zl E’ .'t‘ y!
(154)- . . . 97’+;;-=l’ ;-i+p_|=1’
lesquelles, ayant méme grand axe et des petits axes différents, ne
peuvent évidemment présenter la méme courbure au sommet de
leur grand axe. (La valeur exacte du rayon de courbure, d'fprés
une formule connue, serait pour I'une ?: et pour ’l‘auu'e%).Le
point en question ne saurait donc étre un ombilic, et les seules
solutions admissibles seront fournies par I'équation

2

(3%). . . . (a'—p’):-;—(p'—v')%=o,

laquelle, étant jointe & I'équation de la surface dans laquelle on
aura fait y =0, c’est-a-direa la premiére des deux équations (134)
précédentes, donne successivement pour déterminer x et 2

(a! —_ yi)‘:_’= al — pi’ (al —_— ,y!) :_’_’ — pl_ '}”,

et, par conséquent, les coordonnées des points cherchés seront

Ve —pt 2.1
=TV F g, EYVE—Y

136).
( ) \/aa_’,s Vaa_,,:

ainsi que nous I'avons déja obtenu par une autre méthode.
Géométriquement, on peut dire que les quatre points que
nous venons de trouver sont déterminés par l'intersection dans
le plan des zx des deux droites représentées par ’équation (133),
ou, ce qui est la méme chose, par celle-ci :

asn . . . — %
Y p’—‘}" ¢Va’—§’

avec la premiére éllipse (134) ou la section principale de 1a sur-
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face correspondante & ce plan. Or, ces droites ne sont autre chose
que les directions conjuguées des plans diamétraux qui donnent
des sections circulaires dans I'ellipsoide, résultat qu'il était facile
de prévoir en se reportant & la théorie de I'indicatrice, que nous
avons exposée dans le paragraphe 111, et répétant, a ce sujet, le rai-
sonnement que nous avons déja fait pour découvrir la propriété
fondamentale de la surface indicatrice.

En effet, d’'une part, d’aprés les propriétés connues des sur-
faces du second ordre, le plan tangent I'extrémité d’'un diamétre
est paralléle au plan diamétral conjugué, et les sections faites
dans la surface par des plans paralléles, sont des courbes sem-
blables ; d’autre part, d’aprés une propriété importante de I'indi-
catrice que nous avons démontrée, cette courbe est semblable &
Iintersection de la surface par son propre plan tangent. Il s’en-
suit donc immédiatement qu’a I'extrémité des diamétres figurés
par I'équation (138) ou (137), c’est-2-dire des diamétres conju-
gués des plans qui donnent les sections circulaires, I'indicatrice
sera une courbe semblable & un cercle, c'est-a-dire un cercle
elle-méme, et, par conséquent, ces points seront des ombilics. Et
I'on voit ainsique la théorie de I'indicatrice jointe aux propriétés
connues des surfaces du second ordre, aurait permis d’obtenir
sans calcul le résultat auquel nous venons de parvenir.

Passons maintenant & la Surface des ondes. L’équation de
cette surface, telle qu'elle se présente immédiatement dans la
théorie de la lumiére, c’'est-a-dire sous la forme ou elle nait des
conditions de propagation du mouvement vibratoire, est, comme
I'on sait,

x? v z!
- (138). . . "r’—a’+r’—p’+r’—'r’—h
en posant
139). . . . . . P=2+y+2,

et désignant par «, 3, 7 trois constantes lindaires (les vitesses de
propagation des ondes planes paralléles aux trois plans coor-
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.donnés), supposées rangées par ordre de grandeur décroissante,
cest-2-dire telles que I'on ait « > $>7.

Examinons d’abord rapidement quelle est la forme générale
de cette surface.

Pour cela, ayant remarqué que la surface est symétrique par
rapport aux trois plans coordonnés, nous étudierons, tout d’abord,
ses sections principales. Dans ce but, afin de ne pas risquer de
laisser de coté aucune solution, nous commencerons par mettre
le premier membre sous la forme d’un polynome entier, ainsi
qu'il est d’'usage pour toutes les équations algébriques, et nous
obtiendrons ainsi, en chassant les dénominateurs

B — B) (° =) + (P — ) (PP — )+ 2(r — ) (1 — )
= — &) (= ) (" — )

ou en développant, ayant égard & la valeur de r2, réduisant et
ordonnant :

(= + y* + 2%) ("2 + By’ + o%2")
(140). { — [ @+ at + B (0 + )y + o (ot + BY) 2¥] + B =0

Sous cette forme, on voit qu'en y faisant successivement
#.=0,y =0, z =0, cette équation donnera respectivement
les trois courbes suivantes : :

(y! -+ Z’ — a:) (pty! + ')/’Z’ —_— p!yi) —_ 0’
(141). . .. } (2* + 2 — B*) (922 + o’ — 9% =0,

(xl_*_ y!_,y!) (a!xl + p‘i 2 __ Spt} =0,

Les trois sections principales se composent done chacune d’un
cercle et d’une ellipse, la constante correspondant au plan con-
sidéré étant le rayon du cercle, et les deux autres les axes de
I'ellipse. D’aprés le classement par ordre de grandeur admis
pour les constantes, on voit immédiatement que le cercle sera
extérieur & I'ellipse sur le plan des yz, qu'il lui sera intérieur sur
le plan des xy, enfin qu'il la coupera en quatre points sur le plan
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des zx, c'est-a-dire dans celui qui correspond au paramétre
moyen {3,

On reconnait donc déjd I'existence de deux nappes qui se
couperaient sur le plan des zx aux points que nous venons de
dire. Il 'agit de savoir maintenant suivant quelle ligne ces deux
nappes se coupent sur la surface, ou bien si elles ne se rencon-
trenit que dans des peints isolés, parmi lesquels seraient ces
quatre mémes points.

On y arrivera en menant par l'origine un rayon vecteur quel-
conque aux cosinus directeurs A, p, v

x==ir, y=pr, z=r, °

et cherchant les points de rencontre de cette droite avec la sur-
face, qui seront donnés par I'équation du troisiéme degré

Atpt p'r’ e

(142). r ot + r_ ﬁ’ + -

=1,

laquelle se réduira simplement au second degré en chassant les
dénominateurs, & cause de la relation

(143). . . ., . . A’+f\'+¢'=i.

et fournira par conséquent en général deux points d'intersection
pour chaque sens du rayon, ou deux nappes, comme nous I'avons
reconnu déja par les sections principales.

On devra dés lors évidemment obtenir I'ensemble des points
communs aux deux nappes de la surface, en écrivant que cette
équation a deux racines égales, c'est-a-dire en égalant son discri-
minant 4 zéro ; mais ce procédé, employé par Lamé (*), exige que
I'on transforme ensuite ce discriminant & I'aide d’un calcul un peu
compliqué, pour pouvoir en déduire la conclusion cherchée, et
nous préféronsarriver au méme résultat sans caleul,en appliquant
4 Iéquation qui précéde (142) un mode de discussion algébrique

(*) Voir Legons sur la Théorie mathématique de U'Elasticité, par Lamé, 19¢lecon.
2e édition, pages 254 et 258,
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emprunté aux Vordesungen de Jacobi, qui en fait sortir la notion
des coordonnées elliptiques, et examinant ensuite quelles consé-
quences géométriques il en résulte pour la forme de 1a surface.
Pour cela nous écrirons, en divisant tous les termes par r2,
I’équation du troisiéme degré (142) dela fagon suivante :
22 u? s 1 .
= Ry B h

il sera facile de voir alors que A, ¢, v étant des constantes quel-
conques, ceite équation admettra toujours pour r2 trois racines
réelles, dont deux, que nous deslgnerons r'2 et r"3, seront
séparées ainsi qu'il suit :

a’> 1‘" > pa> 7‘"’> 71.

En effet pour 2 = o* — ¢?, ¢ étant infiniment petit, le premier
membre de P'équation est négatif, atteridu que le premier terme
est extrémement grand et donne son signe 3 ce premier membre;
il serait, au contraire, positif, par une raison semblable pour
r2 = (3% 4 ¢2; et par conséquent, comme il reste d'ailleurs une
fonction continue de 72 entre ces deux limites, il y a une racine
comprise entre «? — ¢* et 3* 4+ ¢%. On constaterait de méme
I'existence d'une autre racine entre 2 — ¢? et y* + ¢, et deux
racines étant réelles, la troisiéme I’est nécessairement. D’ou, en
passant & la limite, c’est-4-dire en supposant ¢ rigoureusement
nul, on obtient la conclusion énoncée quelques lignes plus haut,
laquelle subsiste évidemment quelles que soient les constantes
l’ s V.

" Cette discussion 4 la vérité ne classe pas la troisiéme racine,
c’est-3-dire n’apprend pas si elle est supérieure & a2, ou inférieure
a 92, mais cela nous importe peu, attendu que dans le cas parti-
culier qui nous occupe, c’est-d-dire celui ol I'on suppose entre
A, p, v la relation (143), cette racine devient infinie quelle que
soit la direction du rayon vecteur, et par conséquent ne
correspond & aucun point de la surface. _

Cela posé, les deux valeurs de r2 devant évidemment se confon-
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dre en une seule pour tous les points communs aux deux nappes
de la surface, il résulte immédiatement de cette discussion que
dans ce méme cas les racines r'? et '’%, qui nous intéressent
seules, et doivent devenir égales pour tous ces points, seront alors
égales & (32 pour les mémes points. L'équation r2 = (3%, ou ce
qui est la méme chose, en vertu de I'équation de définition (139),
celle-ci :

(144). . . . . . Dy =p,

jointe & I'équation de la surface (138), caractérisera done
I'ensemble des points communs aux deux nappes de la surface,
ou, en d’autres termes, ces deux équations seront celles de la ligne
d’intersection de ces deux nappes. Or, sil'on fait attention que
I’hypothése r? = {32, introduite dans I'équation (138) exige que
I'on ait en méme temps y = 0, sans quoi le premier membre
serait infini, le second restant toujours fini, on voit qu'on pourra
substituer & I'équation (144) I'équation y = 0, pour définir cette
ligne, laquelle se trouvera étre ainsi la courbe plane définie par
la seconde équation (141). Or cette courbe se compose, comme
nous I'avons vu, d’'un cercle et d’'une ellipse, qui appartiennent
chacune & une nappe différente, et n’offrent que leurs quatre
points d’intersection de communs a ces deux nappes. On recon-
nait done ainsi que I'ensemble des points cherchés au lieu d’étre
une ligne & double courbure, comme on devait s’y attendre, se
compose seulement de ces quatre points, qui sont, par consé -
quent, les seuls points doubles de la surface.

Leurs coordonnées étant fournies dans le plan des zx par les
deux équations :

Drat=p 2+ =%,
on en tire immédiatement :

. .- ,},! (at_ p’) _ al (p!_ 72)
i 7-—-——9"_ 2’ '——a'_ 7’ )
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ce qui donne pour ces coordonnées les trois valeurs suivantes :

(145) x=ﬂ:y ﬂ’ y=0, 2=LB’__Y’.
a?—ot \/a'—-y’

Notons encore qu’il résulte en méme temps de cette discussion,
qu'aucun rayon vecteur n’'est infini, et que par conséquent la
surface est limitée dans tous les sens, son plus grand diamétre
étant 2«, et son plus petit 2.

La forme générale de la surface étant suffisamment définie par
ce qui précéde, nous rechercherons maintenant comme seconde
application des théories exposées dans ce dernier paragraphe les
ombilics situés dans les sections principales de la surface.

Tout d’abord, la présence des quatre points exceptionnels (143)
dans le plan principal correspondant au paramétre moyen,comme
Iétaient les ombilics de I’ellipsoide, et surtout’analogie frappante
des expressions qui précédentavec celles (136), que nous avons
trouvées auparavant pour les coordonnées de ces derniers points,
donnent lieu tout de suite de penser que ces quatre points doubles
pourraient bien étre en méme temps des ombilics de la surface.
C’est pourquoi nous commencerons nos recherches par la sec-
tion principale des zx.

Il existe, on s’en souvient, une condition nécessaire qui doit
étre satisfaite pour qu'il en puisse étre ainsi, et qui, si elle n’est
pas vérifiée de prime abord, tranchera par 12 méme la question,
et nous dispensera de pousser plus loin nos recherches.

En effet, si cette hypothése est justifiée, nous nous trouverons
alors dans le second cas particulier examiné & propos de notre
quatriéme méthode, lequel a lieu d’'une fagon générale, ainsi que
nous I'avons remarqué, pour tous les ombilics situés dans un
plan de symétrie de la surface. Or, nous avons vu que dans
ce cas les équations générales (128) ou (93) se réduisaient
aux- deux: équations (133); c'est-d-dire, en d’autres termes, que
pour qu'il y eut des ombilics dans le plan des zz, il fallait qu’il
existit un systéme de valeurs des deux inconnues et z satisfai-
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sant & la fois & trois équations, & savoir ces deux équations (133)
et I'équation de la surface dans laquelle on aurait fait y == 0.

Or, on voit sans peine en caleulant les dérivées de ¢, corres-
pondant & la surface que nous étudions, que cette solution est
possible dans le cas actuel, car ayant alors déduit sans difficulté,
par le moyen du théoréme des fonctions composées de

o S ) z
0. ey =, gl o

LN
les valeurs des dérivées

‘1 f — A, !=By, Z==Cz,
x y z
(] 2 3

‘ F = 2A'x, R 2B'zx, LA 2C'zy,

| yz 2x xy

(147) .

ou A, B, C, A’, B, C’ sont les quantités suivarites’

. A.=,J_¢l—Gv B=r’-‘—'-p'—G’ C=r3—_,_'.?’—G9
(148).( \ f "
A’ =(T.’—_—a—’-).’—gﬂ-%'. B'-(r—’:p—,);-—g-l-%', C'-(.r’ —y,'f-%‘,

endésignant de nouveati'pour abréger par g, G et G* les expres-
sions ‘suivantes
B 1 1
9= = + =gy aa r= :)!’
y! z!' . x’ yl , zl o

4

R M s s T ey

(149).
G

la seconde équation (133) deviendra
(59" . . . . 2xyz(AA*—C€C) =0,

iaqnellé étant satisfaite d’elle-mémie lo#sque I'on sappose comme .
nous- le faisons y=="0,-on voit qu'il suffira pour- satisfaire:& k-
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question de trouver deux valeurs d’z et de 3 vérifiant la premiére
éqnation (133) et I'éqnation de la surface dans laquelle on aura’
fait y.==0, ou, ce qui: est la. méme chose, en: gardant comme
inconnue la variable auxiliaire r, trois valeurs d'z, z et 1, véri-
fiant les deux. équations:

» z
P R S

(130).. . . 2+ z=1r], =1,

et la premiére équation (133), dans laquelle nous devrons évi-

demment supposer aussi.y égal & zéro.. ‘
Or, cette premiére équation (133), qui en vertu des valeurs

(100) et (101) de b et de b’ est en général la suivante

5500
&5+ s—e2s - [+ g
devient dans le cas actuel, en y substituant les valeurs des déri-
vées déja calculées (147)

o (:') + A% (;) ACAB'ZS? — (C'2* -+ A% ( ) =0,

et quand on y aura fait y==0, si I'on-marque par I'indice zéro
le résultat_de la substitution pour chaque quantité, elle pourra se
mettre sous la forme.:

9’) pafft_ 7 s
équation. dans laqnelle il faudra remplacer. d’abord les quantités
Ao, B,, C,, B, (z,) (y,) (.,) , par leurs veleurs en %, z et ry,
puis la joindre aux *deux équanons (130), et les résoudre enﬁn
toutes les trois par rapport & ces trois inconnues.

Dans ce but, nous pouvons d’abord tirer' des déux équa-
tions (130) les valeurs de x? et de 22 en fonction de rj, qui
sont
—7’("3—*«')’ - a’(t?.—'r’)"

o ot o} ot

(132). . 2=



— 142 —

et exprimer & l'aide de ces valeurs les quantités Ay, By, ...,
également en fonction de ry, puis reporter ces différentes valeurs
dans I'équation (151), qui ne contiendra plus ainsi que la seule
inconnue ry; et la valeur fournie alors pour r, par cette équation,
étant a son tour reportée dans les égalités précédentes (152),
nous donnera définitivement les valeurs cherchées de x et de 2.
Telle est la marche que nous adopterons pour faire ce calcul.

Pour cela il nous reste d'abord a calculer, 4 I'aide des formules
(147) et (148), les expressions en x, y et z des dérivées secondes
-3’ 5, g , lesquelles se déduiront évidlemment les unes des
autres, de méme que ces formules, par la permutation circulaire
simultanée des trois variables x,y, z, et des trois paramétres a, 3, y.
11 suffira donc d’en calculer une seule.

Ayant déduit a cet effet des expressions (148) et (149)

dA 2 dG . 1G 2

-—=—--(7’-_—a‘)—,—£, E:m—icx,
d’ou, en substituant ’'une dans I'autre,
dA 2x ( 2r , ) bz ,
d—x— (r’_a‘)‘— (r'_ a’)’——iG.’B ——m-l—‘(;x,

nous en conclurons, en différentiant la premiére (157)

3 dA ¥
YAz +a:'(—-r,—“——’-+ 4G'x),

x* dx (r*—a)

c'est-d-dire, en remplacant A par sa valeur (148), la premiére des
trois formules suivantes :

1 bat

1
1 e ry
2 P — o G (r’—a’)’+ 4G’z s
2 1 4y!

‘ M’. . Z—=———_ e —————— 14,2
( 52 ) yl rl - ﬁi G (rz pt)! + "G ’
] 2

@ 1 4z ,
;=m—6—m+ LGZ’,
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d’ot nous tirerons immédiatement :

?l ?i l 1 xl y! s .
i e e
?a B ya 2

? 1 1 Y s
AT A P B Py 4 [(r:_ps)a - (r’—fy‘)’] + 4G {.’I —z*).

Cela posé, si nous faisons maintenant y==0, & la fois dans ces
derniéres valeurs et dams les expressions (148), nous obtien-
drons :

( - B;=(?o-:?;)-.—go+ 2G,,

et 'on voit que, pour avoir I'expression de ces derniéres quantités
en fonction de ryseul, il suffira d’avoir obtenu celles de G, et G;, ,
‘au moyen de la méme inconnue. -

A cet effet les expressions (149) nous donnant, quand on y
fait y =0,

[ 4 i
PTE= T H— ey
_ x* 2t
TR I

155).
(185) o s

- A

Go

nous substituerons dans ces deux valeurs de G, et G, 4 la place
‘ 10
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de x? et de 22 leurs valeurs (152), ce qui nous donnera d'abord
pour la premiére

Gt . — ol ri—a?) . i &=
° (r:—a’)" t— ot (ri—o)? at — ot
- 1 [ —ot ol = yHry —o?) + o} — o
T e ] bl i T i T

_ (@ — o) 1t — (ab — yt) _ r—(a® + oY)
(@—o)(rt—ad)(rt— oY) (r—a?) (N —oY)’

en sorte que G, pourra s'écrire sous 'une ou l'autre des deux
formes :

_ —=eh—e 4 o
(456).$ (i—a) (h—v") n—d (-9
( G — (r — at) —o* 1 1%

R—a) =) n—r (n—a)i—2

Nous obtiendrons de méme en opérant d'une fagon analogue
pour G, : '

1 '—y’(r.’.—a’) N 1 ) oXrh — o%)
("3 _ a:)s ol — ot (r2—92y at— ot

1 [ - . ot ]= —Ary =" + (rl—o)!
(r:-—z’)" - ,yz)s (a*- ya) (r: — a’)’ (rz_?;):

Go=

- P

Or, si nous développons le numérateur de cette derniére -

expression, nous trouverons qu'il peut étre transformé successi-
vement de la fagon suivante

— P (= P+ (o —
= — o (rt — 2915 + o) + *(r} — 2°r] + &)
=(a — ) 1§ — 2a* — Y1)+ a® — 9
= (a’ — 9% [r3 —2(a + o) 1) + o+ a¥ + y‘],
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en sorte que la valeur immédiatement précédente de G de-
viendra, en supprimant haut et bas le facteur constant a2 — 42,

— 22+ N1} ot 4o y’+-y‘

ri
Gy =
’ (r3— & (rs — o)

Mais dans cette derniére expression le numérateur pouvant lui-
méme étre écrit sous I'une des deux formes :

(r8—20%r3 +9*) + ot 4 o — 2%} = (ri— 9*)* + o¥(a® + 92 —2r)),
(ro— 2%} + o) ++* - a’y’— 2013 = (13— &) + o} 4+ o1 —2r)),

on voit que cette derniére valeur de G, pourra, elle aussx, étre
représentée par les deux expressions

G — 1 aX(e® 4+ o* — 2rf)
S°'m—n (7= o (F— )
(G'= i . e Ca +fy——2t"),
T =iy

d’ot nous conclurons immédiatement

" 1 , 1
Go—m=¢’ho, Go—m='}”ho,

en posant
. h— o? + o2 — 2rd )
T

Si maintenant nous substituons ces deux derniéres valeurs
dans les expressions (133), ainsi que dans celle de B, (154%),
laquelle, en tenant compte de la valeur (135) de g,, peut s’écrire
“ainsi

: 1 1y :
By = — ((1'3 gy + = y,),) + 2G,

=(G5"(,-’T{W) - (G;_#y_,);),
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on voit qu'elles deviendront

 § 2 ‘
‘ (;;_'_Z;) - - bha'st,

ye r—d n—¢

# ) 1
(=) e

By = (& + ) hus

tandis que les deux expressions (156) de G,, étant reportées
respectivement dans les valeurs (154) de A, et de C,, nons don-
neront de méme :

al 7 2
A= C=mg———
(n—a) (i —2") iro—a) (n—")
Et enfin, si nous remettons en dernier lieu les valeurs que nous
e . 1 ] : ] £
venons d'éerire pour A,, Co, By, (&— yl:)o, et(5— &), dans
I'équation (151), nous aurons pour I'équation qui doit déter-
miner r,

1

rp—a rn—pt

[rt— e i — 25 [r42 + dha'a’)

— o (r‘ i 7 _ rz—‘ v —4hyot? ) —4«y’a’(a’+y')h,,z’x’]= O.

c'est-a-dire simplement, en réduisant,

[t = o 01— 1 [ ) — o ()=

ou, en remplacant x? et 22 par leurs valeurs (152), et multipliantA
par (a® — 2%),

0o ‘ rz_ ﬁ’_ ( r:_ a’) . r:_ey’_(r:_ p‘)
rz_a 0" 2 ‘a o— —e a‘ :— —————————
N L e e ]

o,

]
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ou enfin, en réduisant au méme dénominateur,

fy’a’['y’(a’— ﬁ’) (ri—o+ al(p‘l__ 1) (r}— a’)’] o

(R—aP (=" (11— ) -
équation qui, ayant ponr numérateur une somme de deux carrés
qui ne peuvent s'annuler & la fois, n'admet aucune solution
réelle, et par conséquent il semble, au premier abord, que I'on
doive conclure de ta que la surface ne présente aucun ombilie
dans le plan des zz.

Mais si I'on y regarde de plus prés, on s’apercevra que la
forme d'équation (138) de la surface, d’o0t nous sommes partis,
ne peut rien nous apprendre, en raison des dénominateurs qu’elle
renferme, pour les points dont les coordonnées annulent I'un de
ces dénominateurs; car, pour ces points-l3, elle devient indéter-
minée, I'une des fractions du premier membre prenant alors la
forme ¢. Aussi, lorsqu'il s'est agi de déterminer les sections
principales, avons-nous eu soin de chasser les dénominateurs et
de les ramener préalablement & la forme entiére (140), sans
quoi une part importante de la solution nous eut forcément
échappé pour chacune des trois sections. Ces dénominateurs se
perpétuant, comme on le sait, par la différentiation, se retrou-
vent nécessairement dans les équations du second ordre qui
déterminent les ombilics, et dés lors la conclusion & laquelle
semble nous avoir conduits le calcul précédent ne saurait étre
définitive, puisque les solutions qui donneraient r =a, r =8,
ou r =1y, au cas ou elles existeraient réellement, seraient ainsi
forcément laissées dans I'ombre, en partant de la forme d’équa-
tion (138).

Mais ayant effectué les calculs qui précédent, en partant de
cette forme d’équation, il est facile d’obtenir trés rapidement le
résultat auquel nous serions parvenus, si nous étions partis de
la forme entiére (140), que nous n’avons pas adoptée parce
qu’elle se préte moins facilement & I'exécution de ce caleul, mais
qui a l'avantage de ne laisser de c6té aucune solution, et a
laquelle, par conséquent, nous sommes obligés de revenir pour
résoudre définitivement la question qui nous occupe.

(157)
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En effet, ayant posé pour abréger
R=(r"—a*) (" — B r*— oY),

et
¢ (x,Y,2)=Re (z, ¥, 2),

ol ¢ représente toujours la fonction définie par I'équation (146),
et ayant déduit de Ia

L] ? ? dR [ ?

- =R- —_r —=R-45—) -—-=R- —>

x " Vdz y Ry+”dy z R 2 Td

¢* ¢ ?dR d'R @* 9 # dR &'R
Z —RY 4+ 9L r

i trE Rttty
o ¢ ¢ dR R o # ¢dR sdR d'R
—=R= —_ —=R—

z z’+22d Y7 iz o zz zdx zdz Tdzdx

on voit que, pour les points de la surface considérée, on aura sim-
plement

o ®
—=Rz’ —=R?—o 3=Ri.
z x y y z z
* * dR * (] dR 2 3 dR
x 2 zdx oy ydy' # 7 zd
ﬂ.:ﬂﬁ...’_’d_n s AR
zx zx zdx xdz

de sorte que, si au lieu de calculer I'équation b — b'— =0,
comme nous I'avons fait pour I'équation ¢(z,y, z)—0 nous
Ieussions calculée pour la forme entiére (140), c’est-a-dire pour
I'équation ®(z, y, z) = 0, auquel cas elle et été

(5 5 [E ]
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nous aurions obtenu en réalité de la sorte, par suite des valeurs
qui précédent, I'équation

N 9 ? q dR\
R*(i) (R?—+ Qtd—R)-O-R’(i) (n’—+2?;i)
z x? x dx x 2! z dz

: ' ' * pdR
—omf?(pf AR P I pf(r) (1) (r5a2 S)=o
zx\ zx zdxr xdz z x Yy ydy

dans laquelle il nous aurait fallu supposer en outre y =0, ou,
ce qui est la méme chose, £==0, & cause de la valenr (147). On

“voit alors, en. réduisant, et se rappelant que r ni par consé-
quent R non plus que ses dérivées ne peuvent jamais devenir
infinies, que nous eussions obtenu simplement

e (2%« (i)’i'__g?;’;ﬁ_; (z)',,(z)';i] —o
z/ 2 \x/ = zZx3x z x/ \y ’
ce qui n’est autre chose que la méme équation (133) calculée
pour I'équation ¢(x, y, z) =0, ou la forme (138), et multipliée
simplement par R3.

Faisant donc subir cette modification & I'équation (157), que

nous avons obtenue comme derniére transformation de I'équation
b—b % == 0 dans le cas actuel, on voit qu'elle devient

(158) 2% s (@~ ) r—9rat (B— ) (rh— o] (ri— g =0,

équation qui est, par conséquent, celle & laquelle nous fussions
arrivés a la suite d’un calcul analogue, en partant de la forme
d’équation entiére (140). On voit qu’elle admet la seule solu-
tion ro= {3, le facteur entre crochets ne pouvant s'annuler,
comme nous I'avons déja remarqué. Cette valeur ry = {3, étant
d’ailleurs reportée dans les valeurs (152) de x et de z, donnera
pour ces deux inconnues précisément les expressions (143),
c'est-2-dire les coordonnées des quatre points doubles de la sur-
face, résultat que la forme seule de ces expressions nous avait
déja fait pressentir, et que nous nous étions proposé justement
de vérifier.
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I1 est donc incontestable que les quatre points doubles de la
surface vérifient les équations qui déterminent les ombilics, et
sont d’ailleurs les seuls dans la section principale des zx. Aussi
plusieurs auteurs, et notamment Lamé (*) et aprés lui Catalan,
lcur donnent-ils le nom d’ombilics. Toutefois ici se pose la

“question de savoir si nous devons les considérer comme de véri-

tables ombilics. Ces points doubles, en effet, appartiennent & la
catégorie des points singuliers dont nous avons déja parlé dauns
la discussion présentée & I'occasion de notre quatriéme méthode,
qui annulent & la fois les trois dérivées premiéres de ¢, et pour
lesquels, par conséquent, le plan tangent et la normale perdent
toute signification déterminée. Or, nous avons eu soin de faire
remarquer alors, on s’en souvient, que pour de pareils points, les
équations (93) qui déterminent les ombilics, disparaissant alors
sous la forme de I'indétermination, il était indispensable de pro-
céder pour ces points & une discussion spéciale, afin de pouvoir
décider si ces points satisfaisaient bien aux conditions géomé-
triques qui caractérisent les ombilics, C'est donc ce que nous
nous proposons de faire pour les quatre points doubles que nous
venons de rencontrer; seulement, pour ne pas interrompre nos
calculs, nous reporterons cette discussion aprés les développe-
ments que réclame la recherche des ombilics pour les deux
autres sections principales.

Pour effectuer cette recherche, il ne sera pas nécessaire a pré-
sent de recommencer des calculs analogues; de simples permu-
tations circulaires suffiront. En effet, les équations qui détermi-
neraient de pareils points dans la section principale des xy, par
exemple, & savoir

jointes a I'équation de la surface dans laquelle on aurait fait z=0,

i) Voir LAME, Legons sur la Théorie mathématique de UElasticité. (Legon 19e,
Ppp. 258 et suivantes.)
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se déduisant de celles que nous venons de traiter par la permu-
tation simultanée de z, y, z et a, {3, 7, par suite des valeurs (100)
et (101) de a, b,¢,a', V', c’, et (147) et (152**) des dérivées de ¢
qui obéissent & la méme loi, on voit-immédiatement qu’il suffira
d’effectuer les mémes changements dans les équations (149™*)
et (188) qui ne sont autres que les équations (133) transformées
pour le cas que nous venons de traiter.
Or, des deux équations ainsi obtenues, la premiére,

(159) . - . . . 2xyz(BB'— AA)=0,

¢tant encore satisfaite d’elle-méme quand on suppose z=0, tout
revient donc 4 déterminer la nouvelle valeur de r, par la seconde
équation qui sera alors

(160) @¥6*[X(f'— ") (r} — &'+ B0 " — ) (P —BY] (B — 2" =0,

et & en déduire les valeurs correspondantes de x et de y par les

équations
2 Y _
ri—a ¢

1.

(161). . . 2+ y*=rj,

Or, il arrive ici que la solution n’est plus fournie par le fac-
teur r; — 9* comme on pourrait le croire d’aprés le cas précé-
dent, car il est facile de voir que la valeur r§ = y* reportée dans
les valeurs
oy . . w—TEEZD o Tdf)

@ —f «—f
_qu’on obtient en résolvant par rapport & x et y les deux équa-
tions précédentes, donnerait pour y une valeur imaginaire. Mais -
le facteur entre crochets, qui dans le cas présent n’est plus une
somme de carrés comme tout & I'heure, donnera étant égal a
zéro
(@ — oY) (1 — o) — (e’ — o) (I — ' =0;

s - 5=

d’ou
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et, en extrayant la racine carrée,

B VTP
r:—ﬁ’ aV p’—'y’

" car, la solution ro= y étant écartée par ce que nous venons de
dire, il résulte de la troisitme équation (141) que ry variera
nécessairement entre « et 8. De cette derniére équation on tire
immédiatement

H—d_ _ —pVa—7

S—f, B =o' +pV al—y? ’

a’—ﬁ' a‘»/p'—‘y'-h p‘/ai_,,:;
rﬂ—p’ a‘/pl_yl

d’ou, en substituant dans les valeurs (162), nous obtiendrons les
solutions :

pVE— L AV

(163) o= » Y=
oV B—o? 4 gV al—o? aV B —ot 4 gV ' —o?

qui définissent quatre nouveaux ombilics situés dans le plan
principal des xy.

On verrait exactement de la méme facon que les ombilics de la
section principale des yz, s'il en existe, devant étre fournis par
les équations

jointes & I'équation de la surface dans laquelle on a fait x =0,
seront donnés dans le cas actuel par les quatre équations

‘} » 2zyz (CC'— BB') =0,
yi zl
n—8 R—y

B [B07 = A — B+ 7 8 (=] (=0,

y'+z'=r1’)’ =1,
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qui se déduisent des équations (159), (161) et (160) par la per-
mutation circulaire que nous avons dite. Or la premiére étant
encore satisfaite d’elle-méme pour ' = 0, on verrait aussi comme
tout & I'heure que le facteur rj — 42 de la derniére équation
ne saurait fournir de solution, attendu que la valeur correspon-
dante de y serait encore imaginaire; et, pour obtenir immédiate-
ment les solutions fournies par I'autre facteur de la méme équa-
tion, il suffira évidemment d’effectuer les mémes permutations
dans les solutions obtenues pour le cas précédent, c'est-a-dire
dans les formules (163), ce qui donnera sans nouveau calcul

, PVE—& g° Vi _—ad

2=

- pry’—u’-o- yV p’—a" - gV oyt—a? +yVE— o

ou, en multipliant haut et bas par |/ 1 dans les deux expres-
sions, afin de mettre en évidence leur réalité,

VAP , BV

(i64) y’-——‘ ’ = ’
Vo -yl o Va—p BV i — P+ oy V' — B

valeurs qui définissent encore quatre nouveaux ombilics dans la
section principale des yz.

Nous avons donc ainsi reconnu l'existence de quatre points
satisfaisant aux équations caractéristiques des ombilics dans cha-
cune des sections principales de la surface, soit douze solutions
réelles par conséquent pour toute la surface. Il est & remarquer
que les coordonnées des deux derniers systémes (163) et (164),
cest-d-dire des solutions situées dans les plans principaux des xy
et des yz, (correspondant au plus grand et au plus petit para-
métre), peuvent s’exprimer trés simplement en fonction des coor-
données (145) des quatre points doubles, c’est-3-dire des solu-
tions situées dans le plan principal des zx (correspondant au
paramétre moyen). En effet, si nous posons dans ce but :

aes. . . x=rE—F VB
@t ot
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X et Z étant ainsi les coordonnées du point double appartenant
au triédre des coordonnées positives, il est facile de voir que
* les valeurs (163) et (164) pourront s’écrire, en divisant les unes
et les autres par | /ot — 57,

,=_L’ = o*Z .
7 z
(166) . . . P P+
= r'X z’—;_
VY=p<x “Tpxx

et on peut remarquer d’aprés ces valeurs que les deux systémes
de points se permutent I'un dans I'autre en permutant respecti-
vement 4 la fois x et z, « et 7, €t X et Z, sans toucher & y ni 4 p.

Ces deux systémes de points se changeant ainsi 'un dans
F'autre par une simple permutation circulaire, on s'étonnera
peut-étre au premier abord que la premiére série de solutions que
nous avons trouvée, c’est-a-dire celle située dans le plan des zx,
n’obéisse pas & la méme loi, bien que toutes les équations que
on doit écrire pour y arriver se déduisent bien les unes des
autres par permutation circulaire, en passant de I'une quel-
conque i une autre des trois sections principales. Mais la raison
de cette anomalie apparente est facile & apercevoir; elle tient
uniquement & ce que dans la derniére équation du calcul (158)
et dans ses analogues, la solution réelle n’est pas fournie par le
méme facteur pour les trois sections, étant donnée par le facteur
(r3 —B®) pour la premiére, et par le facteur entre crochets
pour les deux autres. Mais si, sortant des considérations exclusi-
vement géométriques quant & leur interprétation, on considére
les solutions analytiques tant imaginaires que réelles du pro-
bléme, on voit que toutes les solutions ainsi obtenues se dédui-
ront évidemment en passant d'une section & I'autre par la simple
permutation des lettres z, y, z, et «, B, v, de méme que les
équations qui les auront fournies.

Les expressions des coordonnées (166) que nous venons
d’écrire se prétent trés aisément & la vérification d'une construc-
tion élégante qui a été indiquée pour ces deux derniers points



— 188 —

par le Colonel Mannheim, dans son Cours de Géométrie descrip-
_tive (*), et que nous allons établir 4 I'aide de ces formules.
Ayant désigné par 6 et0’les deux angles que forme dans le plan
des zx, respectivement avec les axes des x et des z, le diamétre
aboutissant au point double (X, Z), et tels, par conséquent, que
0+ 6= ;; ayant de plus remarqué que nous aurons alors

X X Z i ’
(167)- €08 = ————— = —y cos0 = —-—-——ag.,
Xez2 P vx+zn B

pour obtenir la seconde série des p&)i_nts précédents (166), nous
considérerons le cone de révolution

2 2 2 o H 6 '

Ay + =2 zcos§+ zsm§ >

dont le sommet est I'origine, dont I'axe, ayant pour cosinus direc-
teurs (d'aprés I'équation générale des surfaces de révolution)
cos 3, 0, sin g, est manifestement la bissectrice de I'angle 6, et

dont enfin la section méridienne par le plan des za, ayant pour
équation

[ 2
1 z'==2( €0s — + sin—),
! + Teosg+zsing

\

ou, ce qui est la méme chose, en décomposant en facteurs
» [xcoso—z(1 —sin 8)][x cos 6 + z (4 + sin 0)]=0,
se compose par conséquent des deux droites

cos 0 —¢0s 8
Z = ———— X,
1—sing

zZ= — X,
1 +sinéd

() Voir également une note du méme auteur dans les Comptes-rendus de l'Académie
des Sciences, séance du 8 mai 1879 (tome 88, p. 902).
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dont I'angle w, ayant pour tangente

cos 0 —cos 6 2cos 0
{—sing 1 4sing | —sin*e 9 cos 6
tang o = = = == 00
€os8 — coso cos*o 0
1+ - - — —
A —sino 1 +sino 1 —sin*y

est égal par conséquent & g Ce cone sera donc engendré par la
révolution autour de la bissectrice de I'angle 6 d'un diamétre
faisant avec cette droite un angle égal & ;

Cela posé, nous construirons les deux génératrices suivant
lesquelles ce cone est coupé par le plan des zy, et qui sont les
deux droites

0
a? + y' =2 cos’ 3’
ou, ce qui est la méme chose,
y'=ax'cos 0,

A cause de la formule connue
40
2cos §= 4 4+ cos 6.

~ Puis prenant en particulier les points ou ces deux droites
rencontrent le cercle 22 + y2 =2, section principale des xy,
et dont les coordonnées seront par conséquent données par les
deux équations

0 . 2 2
yi=2x%cos’—, dou 2'= Y - .
2 g0 1 + cos 0
2cos* -
(168). 2
v*cos 6

y*==za%coss, ou y'=

bl
1 4+ cos6

nous ménerons par ces points deux plans paralléles au plan des
zx, ou perpendiculaires A I'axe des y, dont I'équation sera préci-
sément la derniére que nous venons d'écrire; et enfin les points
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ou ces deux derniers plans rencontreront I'ellipse, section princi-
pale des yz, seront les ombilics de cette section ; car en reportant
cette derniére valeur de y2 dans I'équation

p!y! + ‘)”Z’ j— p’,,l s d'Ol‘l ')”z’ — ﬁ! (?,! —_— yi),

il viendra, en divisant par 2,

cos 6 2
2’= p! ( 1 — ) p— p ;
. ~+ €06 1 +cosb
et si nous remettons maintenant dans cette derniére valeur, ainsi
que dans la seconde valeur (168) de y?, a la place de cos 6 sa
valeur (167), nous obtiendrons définitivement

2 p= ‘)”x’ z’—— p’ = pa >
‘+§ p+X —1+_)_{ g+ X
B B

c’est-a-dire, précisément les secondes valeurs (166), ce qui établit
bien le résultat que nous venons d’énoncer.

On obtiendrait exactement de la méme fagon la premiére série
de points (166), en construisant I'autre cone de révolution

’ ’\2
. 9
x’+y’+z’=2(xsm:+zcos—2—),

-

ayant encore pour sommet l'origine, et un angle au sommet
égal é , mais dont I'axe sera cette fois la bissectrice de l'angle 0,
dont les cosinus directeurs sont évidlemment sin & 3 0, cos & 35 car
ce cone rencontrant le cercle de rayon «, secuon prmclpale des
¥z, aux points déterminés par les équations

’

]
Y+ =27 Y+ =ad,

-
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et dont les coordonnées sont par conséquent (en opérant comme

tout & I'heure)
a? a*cos o’

] s_ __ ",
y 1+ coso’

z = - i
1+ coso

si nous menons encore par ces quatre points deux plans paralléles
aux zx, ces plans rencontreront I'ellipse section principale des
xy, aux quatre points fournis par les deux équations

T R Y ot cos ¢’ s
’ 1 <+ cos¢’

d’oti nous tirerons, comme tout a I'heure, en divisant par o?

cos§’ ) g

; == ~3
1 + coso 1+ cosb’

2= g (f —_

et par conséquent, en remettant a la place de cos 6' sa valeur
(167) dans ces deux derniéres valeurs de x? et de y%, nous
obtiendrons pour les coordonnées des points résultant de la
construction que nous venons de dire

Z
p) pt . a’a atz
’——::-——, ==
LI YT T e
B

c’est-a-dire précisément les premiéres expressions (166), et I'on
retrouve bien ainsi la construction indiquée par le Colonel
Mannheim, dans 'ouvrage déja cité.

. Aucune incertitude ne pouvant exister pour ces deux derniéres
séries d’ombilics (166), qui, eux, ne sont pas des points singu~
liers de la surface, revenons maintenant & la premiére série
de solutions que nous avons rencontrées dans le plan des zx,
c’est-d-dire aux quatre points doubles (143), dans le but d’élu-
cider la question de savoir si, oui ou non, nous devons les consi-
dérer comme de véritables ombilics.
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Pour cela nous vérifierons tout d’abord que les coordon-
nées (145) de ces points satisfont aux équations

2=0’ 2=09 -=0,

x : Y

qui caractérisent les points singuliers, @ étant, comme nous
I'avons déja supposé, le premier membre de I'équation entiére
de la surface (140), c'est-a-dire I'expression

o (x,y,3) =14 (Pr'—Q + o'f™?),
ou P et Q sont respectivement

169) P =a's® + fU%® 4 o%3?
( . Q=al‘pt+yl)x!+p‘i(,/!+a!)yl_'_,yl(a!_._pi)zi.

En effet, ayant déduit de 13, comme précédemment,

[ [} ¢
170 . . . —-=A -=B -=C
(170) z X, v Yy p Z

A, B, C étant non plus les expressions (148), mais dorénavant
les suivantes

A=P + o —a* (B + oY
7). . . . ]B=P4+p¥ B+«

C=p —+ 7},-’__,,2(“! + pi)’

qui se déduisent les unes dés autres par permutation circuhaire,
si nous désignons par l'indice double zéro les quantités corres-
pondantes aux points doubles en question, ayant, par suite des
valeurs des coordonnées (143),

Py=a'y’, 1o=p"
on voit de suite que I'on aura, par les valeurs qui précédent,

(172) . . Ap=0, BW=(F”_°")(?"_7’)’ Cp=0,
11
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et par conséquent, ces points étant dans le plan des zx,

(A7) . . .(2)“.—_-0, (3)“_—_0, (;)“=o,

égalités qui ne ressortent pas avec la méme évidence de la forme
d’équation (138), & cause de la présence du dénominateur 73— (32
qui communique aux équations correspondantes pour les mémes
points I'apparence de I'indétermination.

Cela posé, la notion du plan tangent et de la normale perdant
toute signification déterminée par ces points, il ne saurait étre
question davantage pour eux de sections normales, ni de rayons
de courbure correspondants ; et les formulcs (3) et (6), que nous
avons employées jusqu'ici me correspondant plus i rien, ne
sauraient rien nous donner dans le cas actuel. Voyons donc par
quelles autres notions analogues nous devrions les remplacer, de
fagon & rester autant que possible dans le méme ordre d'idées.

Dans cet esprit, le plan tangent étant défini dans le cas général
comme le lieu de toutes les tangentes menées par un point de la
surface, nous chercherons tout d’abord quel est ce lieu dans le
cas actuel. A cet effet, appelant toujours (X, 0, Z) les coordon-
nées (165) de 1’un des quatre points doubles, nous ménerons par
ce point une droite quelconque aux cosinus directeurs a, b, ¢
r—X _y_i— VA

a b ¢

(174) =k,

ou, ce qui est la méme chose,
. .
(178) . . =X+ ak, y=>bk, z=1Z+ ck,

équations dans lesquelles la valeur commune des rapports

=V(a:—X)’+y’+(z—Z)’

Va+ bt

k

=Vi(e—XP+y*+ (z—2Z)

représente, comme I'on sait, la distance du point variable (x,y, z)
au point fixe (X, 0, Z). '
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Cela posé, si nous cherchons & déterminer par I'éliminatien
de x, y, z entre les équations (174) on (173) et I'équation de la
surface (140) les différentes valeurs de k correspondant aux
points d’intersection de la droite et de la surface, on voit a priors
que I'équation résultante, qui sera du quatriéme degré, aura dans
tous les cas deua racines nulles, puisque le point (X, Z) est un
point double, c’est-a-dire que les coefficients de k et du terme
constant de cette équation seront nuls, quels que soient a, b,c;
et si I'on veut de plus que la droite considérée soit une tangente
de la surface, il faudra qu'une nouvelle racine devienne nulle,
c’est-3-dire que le coefficient de A?* soit nul également. On voit
donc qu’on obtiendra les conditions nécessaires et suffisantes
pour que la droite (174) soit une tangente, en égalant a zéro le
coefficient de k? dans I'équation

[(X + ak)* + 6%+ (Z + k)] [* (X + ak)* + %"+ o (Z =+ k)]
— [2(E ") (X+-ak) 48" (72 4-0%) B+ (e™+57) (Z+-ck)t] +a¥B% =0,
c'est-a-dire, eu égard aux égalités .
(176). . . X*+Z2'=¢%, aIX? + 222 = a¥y?,

qui se déduisent immédiatement des valeurs (165), en posant
I'équation
ay? (@t + b + &) + B* («'a® + B + %)
+ 4 (Xa + Zc) («Xa + 9*Ze)
— [ (8 + ) @ + P " + ) b+ o (@ + BY) =0,
ou, en réduisant, *
(177) 4(Xa+ Zc) (*Xa + y'Zo) + [B'— (' + &) '+ a*y?| B'=0,

équation qu’on peut encore écrire, en développant et ayant égard
A la valeur (172) de By,

(178).  4[a®X%a®+ 9°Z%¢* + (o* + o) XZac] + Byb'=0.

Cela posé, pour obtenir le lieu de toutes les tangentes menées
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par le point (X, Z), il suffira d’éliminer les cosinus a, b, ¢ qui
particularisent la droite considérée, entre les équations (174) et
cette derniére équation (178), qui est homogeéne par rapport  ces
cosinus, ce qui se fera par conséquent en remplagant simple-
ment a, b, ¢ par des quantités proportionnelles x — X, y, z—Z,
et I'on obtiendra ainsi pour ce lieu I’équation

(179) 4[*X¥z — X\ 4+"2} (2~ Z)+(a*+>*) XZ (2 - X)(z—Z) ]+-Buy'=0,

laquelle définit un cone du second ordre, ayant pour sommet le
point (X, Z), comme il était nécessaire, et, en outre, admettant
pour plan principal le plan des zzx, ainsi qu'on pouvait le prévoir
également, puisque ce plan est un plan de symétrie de la sur-
face. .

Les deux génératrices suivant lesquelles ce plan principal
coupe le cone sont évidemment, d'aprés sa définition méme, les
deux tangentes, au point commun, du cercle et de I'ellipse, qui
forment la section principale de la surface par le plan des zx, ct
_qui sont représentés par la seconde équation (141); et il est clair
que I'on obtiendra I'axe du céne, en prenant simplement dans
ce plan la bissectrice de 'angle formé par ces deux droites.

11 est facile d'ailleurs de le vérifier, en considérant leurs équa-
tions, qui s’obtiendront évidemment en faisant y = 0 dans I'équa-
tion du cone (179), ou, ce qui est la méme chose, b = 0 dans
I'équation de condition des tangentes (177) ou (178), dont la
premiére se réduit alors a

(Xa + Zc) (a*Xa + 9*Zc) =0,

et par conséquent ces deux droites seront définies par les deux
équations

(180). . . . Xa+Zc=0, a*’Xa + y*Zc = 0.

La premiére, évidemment, corrcspdnd a la tangente du cercle
de rayon 3, puisqu’elle définit une dronte perpendlculalre ala
droite dont les cosinus directeurs sont X B 0,z 3 c'est-a-dire le
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diamétre de la surface aboutissant au point (X, Z), et que nous
désignerons par le nom d'axe optique, qu'il porte dans la théorie
physique. Quant 4 la seconde génératrice ou la tangente &
I'ellipse, la seconde équation (180) permet également de la-
définir géométriquement d’une autre fagon, en disant qu’elle
est perpendiculaire & la droite dont les cosinus directeurs sont
a?X, 0, y*Z. Or, si I'on considére Iellipsoide

xi y! z!

¢’+E;+;—*=

i

dont les sections principales appartiennent en méme temps a la
surface, et que l'on se reporte aux formules (136), on verra que
cette derniére droite est précisément le diamétre qui aboutit &
I'ombilic de cet ellipsoide situé dans le méme triédre des coor-
données que le point (X, Z), ou, ce qui est la méme chose, d’aprés
les explications que nous avons données, I'un des deux diamétres
conjugués des sections circulaires de cet ellipsoide.
Le plan tangent qui appartient & tous les autres points de la
surface se trouvant ainsi remplacé pour les points doubles par
_le come tangent (179), il nous faut maintenant définir une direc-
tion fixe par laquelle nous ferons passer toutes les sections rela-
tives au point double considéré, et qui jouera par conséquent
pour ce point, dans les questions relatives & la courbure, le role
de la normale pour les autres points. Pour faire ce choix, nous
chercherons & nous rapprocher autant qué possible des condi-
tions de symétrie que présente la normale dans le cas général
par rapport & chaque direction de tangente, et dans cet esprit
on voit que nous devrons évidemment prendre de préférence A
toute autre direction I'axe du cone, qui jouit seul de cette pro-
priété, analogue & celle de la normale dans le cas général, que
toutes les directions possibles de tangentes sont deux & deux
symétriques par rapport 4 cette droite.
Cela posé, toutes les sections planes passant ainsi par I'axe du
cone tangent (179), chacune se trouvera naturellement définie
par les génératrices du cdne situées dans cette section, qui sont
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en méme temps les tangentes aux deux courbes d'intersection
de la surface par le plan considéré. Pour étudier la loi de varia-
tion du rayon de courbure de ces sections, il suffira done d'ima-
.giner deux génératrices mobiles sur le cone, appartenant au
méme plan diamétral qu'elles entrainent avec elles dans leur
révelution autour de I'axe, et de connaitre, pour chaque position
de ces génératrices, les rayons de eourbure des sections dont
elles sont les tangentes. Si dans cette révolution des génératrices
mobiles, et par conséquent du plan de la section, les rayons de
courbure des sections correspondantes demeurent invariables, il
est clair que le point double, sommet du cdne, répondra bien,
malgré I'absence du plan tangent et de la narmale, 4 I'idée que
nous nous sommes faite d'un ombilic, et nous devrions, a notre
avis du moins, lui conserver ce nom. Si, au contraire, ces rayons
de courbure varient avec la position des génératrices, ou, ce qui
est la méme chose, avec les tangentes des courbes auxguelles
ils appartiennent, nous ne pouvons plus évidemment considérer
ce point comme un ombilic, et nous devrons, sans aucun doute
possible, lui refuser eette qualification. '

En se placant & ce point de vue, on reconnait facilement que ce
dernier eas est bien celui qui correspond au point double consi-
dérvé. En effet, prenons eomme position initiale du plan mobile
le plan des zzx, et comme point de départ de I'une des génératrices
mobiles la premiére droite (180), c’est-d-dire la tangente au
cercle, section principale des zx, dont le rayon est 8 d'aprés la
seeonde équation (141): on veit que lorsque le plan aura tourné
d’un angle égal & =, la ;génératrice considérée coincidant alors
avec la tangente & l'ellipse, autre section prineipale du méme
plan zz, le rayon de eourbure correspondant aura pour valeur
dans cette nouvelle pasition le rayon de courbure de I'ellipse

21 4+ % = oyt

au point (X, Z), c'est-a-dire, en appliquant les formules connues ("),

(*) En effet,si I'on introduit une variable auxiliaire w qui permette de définir la courbe
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qu'it aura pour expression ;—,,(a’ + 92— B?):; et comme il aura
d’ailleurs varié d’une maniére continue depuis la valeur £ jus-
qu’a cette derniére valeur, it s’ensuit nécessairement que sa valeur
n'est pas restée constante pendant la révolution du plan de la
section. Pendant le méme temps d'ailleurs, la seconde génératrice
mobile, qui. coincidait dans sa position initiale avec la seconde
droite (180), ou la tangente & Vellipse, se confondra dans sa
posiion. finale avec la premiére droite (180), ou la tangente au
cercle, et par conséquent le rayon de courbure correspondant
aura passé de méme, en variant d'une facon continue, de la
valeur a—:,—,(a‘ + 72— B?)? a la valeur B. Les deux rayons.de
courbure variant ainsi nécessairement avec la position de la see-
tion, il est clair que le point double er question ne peut étre
considéré comme un ombilic, ee qu’il s'agissait précisément de
décider. ‘

On arrive a la méme conclusion par une voie plus longue et
plus compliquée, mais non dénuée d’intérét cependant, en cher-
chant 3 établir, a I'aide des méthodes développées dans le para-

_graphe premier, I'expression du rayon de courbure d’une section
quelconque dont le plan passe par I'axe du cone tangent (179)
et est défini par la génératrice du cone qui forme la tangente de
cette courbe au point double considéré. Mais pour ne pas allonger

13
parles deux équations = 93in®, z =2z cos®, la formule symétrique =R = %":;—:::);:;

donnera immédiatement, pour un point quelconque,

=—1" i

(9* cos*w +a’sin’w)‘: _ il | + 7? s*]%
ay(cos*® + sintw) ay Lyt I

FR=

et pour le point (X, Z) en particulier, la valeur de R sera, en substituant & la place de
x et 3 les expressions (148),

1 as(aﬂ..—ﬂs)-hv'(ﬂ’-‘-y')]%_ 1 [a‘—?“—ﬁ’(“’_'y’)]%
= — e . 9

Fh=

ay ot — o ay i o — o

ou simplement, en supprimant haut et bas le facteur (z2 —%3),

:;:n=5’—‘y (492 53*;2.
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outre mesure les développements de ce travail déja trop étendus,
nous examinerons ce point spécial dans un court Appendice que
T'on trouvera & la suite de ce Mémoire.

En résumé, nous avons donc ainsi reconnu l'existence, dans
les trois sections principales de la Surface de I'onde, de huit om-
bilics situés quatre par quatre, dans les plans principaux des yz
et des xy, la section principale des zx, correspondant au para-
métre moyen, étant la seule qui n’en renferme pas, conclusions
parfaitement conformes & celles obtenues 4 I'aide d'élégantes mé-
thodes géométriques par le Colonel Mannheim dans l'ouvrage
cité plus haut.

Quant aux quatre points doubles (143), auxquels Lamé n’a
pas craint d’attribuer la dénomination d’ombilics, pressentant sans
doute ce fait important (bien qu’il ne I'énonce pas ni ne le dé-
montre), que les coordonnées de ces points vérifiaient les équa-
tions caractéristiques des ombilics, nous proposerons, pour rap-
peler ce fait, de leur attribuer la dénomination de faux ombilics,
qui résumera ainsi en un motles résultats que nous avons constatés
a leur sujet.

L’explication de 'antinomie que semblent présenter ces résul-
tats est d'ailleurs facile & apercevoir ; elle tient uniquement & ce
que, pour procéder a la recherche des ombilics de la surface de
'onde, au lieu de prendre les équations qui les déterminent avec la
forme (128) ou(93), qui est laforme primordiale et essentielle, nous
les avons prises sous la forme (127**), c’est-a-dire que nous avons
chassé les dénominateurs, et mis ainsi partout en facteur I'une
des trois dérivées premiéres Z» 5’ ; . Or, ces dérivées étant toutes
nulles dans le cas actuel, il arrive que les équations que nous
avons ainsi obtenues sont vérifiées, quelles que soient les dérivées
secondes, ce qui laisse par conséquent complétement en dehors
les circonstances relatives A la courbure des différentes sections
menées par le point double considéré.

Pour faire une étude tout & fait compléte de la Surface de
Ponde, il faudrait & présent montrer que ces huit ombilics, dont
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nous venons de constater I’existence dans les sections principales
de la surface, sont bien les seuls qu’elle posséde. Mais, sans nous
lancer dans les nouveaux calculs qu'exigerait cette recherche,
nous pensons qu'il n'est pas nécessaire d’avoir épnisé ainsi les
questions qui se rapportent & cet exemple si fécond et si inté-
ressant, pour avoir réalisé le but que nous nous proposions, et
qui était simplement de montrer, par une nouvelle et derniére
application, I'utilité et la commodité de la méthode que nous
avons préconisée dans oe travail.

Cet exemple d’ailleurs, outre I'intérét qui résulte de son impor-
tance dans la physique mathématique, met bien en relief I'avan-
tage propre de notre méthode, car I'équation de la surface ne
pouvant étre résolue dans ce cas par rapport 4 I'une quelconque
des variables qu'a I'aide de radicaux superposés, qui se perpétue-
ront et se multiplieront en nombre par la différentiation, on voit
que, sous peine d’entamer le calcul avec des équations d'une
complication inextricable, on ne pourra faire autre chose, si I'on
veut appliquer les formules classiques, que de commencer par
calculer les dérivées p, q, r, s, ¢, 4 I'aide du théoréme des fonc-
tions implicites, pour les substituer dans les équations connues;
c’est-a-dire que I'on commencera forcément par refaire pour ce
cas particulier précisément les équations (93) que nous .avons
établies pour toutes les surfaces, et I'on aura ainsi ajouté au calcul
spécial- déduit de cette derniére forme d'équations, que nous
venons d’accomplir, et qui est, comme on I'a vu, déji suffisam-
ment long par lui-méme, toute la peine et les développements
qu’exigent le calcul et la substitution des dérivées p, g, ... dans les
équations classiques, pour arriver & notre forme d’équations (93),
que notre théorie donne trés simplement une fois pour toutes et
d’une fagon générale.

Quant au résultat que nous avons obtenu comme application
de notre méthode dans ce dernier exemple, il était assurément
connu depuis longtemps, notamment depuis un travail célébre
de Pliicker, qui renferme une étude compléte trés remarquable
des propriétés géométriques de cette Surface des ondes. Mais les
beaux résultats qu’il a signalés et le premier mis en lumiére, ont



— 168& —

été obtenus, croyons-nous, au moyen de considérations spéciales
a cette surface (*), et basées sur les notions mémes qui lui donnent
naissanee dans la théorie de la propagation des ondes. Les caleuls
que nous venons de présenter, conservent donc, méme eneore aprés
cette célébre étude, leur intérét et leur originalité, en ee qu'ils
sont simplement I'application & ce cas spécial d’'une méthode
générale propre a toutes les surfaces.

Nous arréterons la les développements déja un peu longs de
cette thése, auxquels nous nous sommes laissé entrainer, croyant
avoir fait suffisamment ressortir les avantages d’'une méthode qui
fournit seule des formules immédiatement applicables dans tous
les cas, et qui permettent & chaque instant dans les recherches de
lout genre, une interprétation géométrique des calculs. Avan-
tage précieux, surtout dans les questions de mécanique et de
physique mathématique, ol la considération des surfaces s’impose
pour ainsi dire & chaque pas, et joue un réle capital dans toutes
les théories véritablement importantes.

(") N'ayant malbeureusement pas ce travail 4 notre disposition, nous formulons cette
conjecture d'aprés la théorie fort complete que Lamé présente de cette surface, (d'aprés
Placker, croyons-nous,) dans ses 48¢ et 19¢ Lecons sur la Théorie mathématique de
UElasticité, laquelle repose tout entiére sur la considération des points conjugués,
notion fort ingénieuse, mais absolument spéciale 4 cette surface, et basée sur la considé-
ration de I'équation aux vitesses des ondes planes, dont la surface de 1'onde est, comme
on sait, 'enveloppe.




APPENDICE

NOTE

SUR L’EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE DES SECTIONS PLANES
AUX POINTS DOUBLES DE LA SURFACE DES ONDES.

Nous avons montré, en terminant le mémoire qui précéde,
que, pour les quatre points doubles de la Surface des ondes, le plan
tangent était remplacé par un cone tangent du second ordre, et
nous avons fait observer que la normale disparaissant alors, les
formules babituellement employées pour I'étude des courbures
des sections planes, qui toutes reposent sur la considération de
la normale, ne pouvaient plus étre dans ce cas d’aucune utilité.
Pour jouer le role essentiel de la normale dans ces questions,
nous avons proposé de prendre a sa place I'axe du cdne tangent,
qui de toutes les directions s'en rapproche le plus par ses pro-
priétés de symétrie & I'égard des différentes tangentes, ainsi que
nays I'avons expliqué, et cette simple notion nous a suffi pour
reconnaitre que les points doubles en question ne satisfaisaient
pas aux conditions caractéristiques des ombilics, c'est-a-dire a
I'égalité des courbures de toutes les sections planes menées ainsi
par cet axe. Mais nous voulons dans cette note pousser plus loin
la question, et pour compléter I'analogie au sujet de toutes les
considérations envisagées pour les autres points, rechercher pour
ces points, 4 'aide des théories développées dans le paragraphe I,
I'expression du rayon de courbure des sections planes ainsi
obtenues, chacune étant définie par la tangente ou génératrice
du coéne & laquelle elle correspond; et nous obtiendrons ainsi
une formule gui jouera par conséquent pour ces points le rdle
des formules (8) ou (6) pour les autres points, lesquelles renfer-
ment implicitement, eomme nous 1’avons vu, toutes les lois rela-



— 170 —

tives aux courbures des différentes sections planes menées par -
un méme point.

A cet effet, I'axe du cone tangent devant jouer un rdle essentiel
dans cette théorie, bien que nous I'ayons déja suffisamment
défini au point de vue géométrique en disant qu’il est la bissec-
trice des deux droites (180), nous croyons néanmoins utile tout
d’abord de définir aussi analytiquement sa position, en donnant
I'expression de ses trois cosinus directeurs.

Pour cela, ayant résolu séparément les deux équations (180),
ce qui donne, en ayant égard aux égalités (176) et aux valeurs
(163), et se rappelant que pour ces droites b =0,

a c Vel =1
zZ -—X vsz g
a ¢ +=Vida+c +=1
V’Z —aX VX 4+ T ' A wyvm’———ﬁ!

on verra facilement, en faisant la figure, que, si I'on considére
sur chacune de ces droites le sens dirigé vers Uextérieur de la
surface, il faudra prendre dans le dernier rapport le signe +
pour la premiére droite, et le signe — pour la seconde ; en sorte
que, si nous convenons d'appeler (a’, 0, ¢') et (a”, 0, ¢’) les deux
directions ainsi1 complétement définies, nous aurons en vertu des
équations qui précédent:

, Z ¢ —X
Q@ = — =2 e—
g
(IS‘). " _Y,Z c,l a’x
G = = ——— .
ayV o+ o' —p@ ay\/a’+y’—p’

Si maintenant nous convenons d'appeler o, I'angle que forme
chacune de ces droites avee I'axe du cdne également dirigé vers
I'extérieur de la surface, et par conséquent 2w, I'angle formé au
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sommet du edne par ces deux droites, nous aurons, par suite des
valeurs que nous venons d’écrire et des égalités (176),
— o' — X —ay

BoyVidiy—F Varr—p

cos 2y =a’a’’ + c'c" =

d’ou nous conclurons immédiatement

‘um—' 1_0082%:\/ (“p‘/aw p’)
PR/ === Y/

D'autre part, ayant déja appelé 0 I'angle de I'axe oplique avec
I'axe des x, il est clair que 6 — I sera I'angle formé par la tan-
gente au cercle dirigée vers l'extérieur de la surface, avec

‘le méme axe des x, et par conséquent I'axe du céne fera

(182).

avec les axes des x et des z des angles respectivement égaux a
6—g+w.,et§—(9—’§'+mo zr—(9+¢.),,),et,parcon-
séquent, si nous désignons par p, o, ¢ les cosinus directeurs de
cet axe du cone tangent, nous obtiendrons pour ces quantités,
eu égard aux valeurs précédentes, ainsi quaux valeurs (167), ou
cos 6’ = sin 6, les eapressions suivantes

o) oy o]

=sin (8 + @) = cos 0 5in w, + sin ¢ cos &,

RV /i
B 2( @l/a ' — p’) g ( p\/a'+'y &

q = cos [x — (6 + )] = — cos (0 + )

= — €0S 8 €OS &y -+ sin 0 sin &,

ay Z, /1 ay
= —_\/ ( ﬁ‘ /a':+,,:_pz)+g \/:j(i-'-ﬁ‘/a:_'_y:_pu)’
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lesquelles donnent bien, comme cela devait étre, p? 4~ g3 =n 4,
ainsi qu'il est facile de le vérifier & Taide des valeurs (163) et
des égalités (176).

La direction par laquelle nous devons faire passer toutes les
sections planes étant ainsi définie analytiquement, on peut espé-
rer d’abord obtenir I'expression du rayon de courbure cherché a
l'aide de la formule (1), dans laquelle les cosinus a, b, ¢ de la
tangente seraient censés vérifier I'équation de condition (178),
c’est-a-dire par la formule

] [/ ¢
—|—cosr+ —cosu+—cosy |,
R x y z

F (a,b,¢)

les trois cosinus du numérateur étant toujours ceux du rayon de
courbure lui-méme, et le dénominateur F (a, b, c) étant dans le
cas actuel, en vertu de la formule (2), I'expression

2 2 1 q) @ i
(185). F(a,b, c)=0a’— + b' 5+ ¢ — + 2bc— + %a = +2ab 2.
x? Fo yz zx zy

Or, le numérateur étant constamment nul pour les points en
question en vertu des équations (173), on voit qu’il faut de
toute nécessité que le dénominateur le soit également, sans quoi
le rayon de courbure ne pourrait pas prendre en chaque point
une valeur finie et déterminée, ainsi que nous I'avons reconnu
dans la discussion par laquelle nous avons terminé le mémoire
qui précéde. L’expression ci-dessus du rayon de courbure se
présentera donc constamment sous la forme 3, et par conséquent
il nous faudra, pour le déterminer, chercher quelque autre
méthode.

Mais auparavant il n’est pas inutile de voir par une vérification
directe comment il se fait que le dénominateur de ’expression
précédente soit constamment nul, bien qu’il ne renferme pas en

¢

facteurs, comme le numérateur, les dérivées S 2’ %» 3
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Peoar cela ayant déduit des expressions (170), (171) et (169)

¢ ] ) .

?;=A +z$—2=A+x(—‘g+24’x)=A+4¢’z’,
o dB dp ,) . s
y_z_fya-y(dz-'_gpz fﬂ(ﬁ + v')yz,

nous en conclurons immédiatement, a I'aide de simples permu-
tations circulaires,

(b’ (bl . ¢l

;}—.=A+4¢’.’E’, ‘y—'=B+4§’ ’, z‘_,'=c+4‘y’z's
(184).

‘b’_g( l+ l) z q)’ 9 2 ¢’_c‘) 2 2 o

v P+rllyz, — =" raaz, 2y (@*+E)zy;

et nous aurons par conséquent pour le point double (X, 0, Z),
en raison des valeurs (172),

(‘b—:)"=4a"X’, (;;:)N=Bm, (g)m=4y'2',

_ Y \z
() o ()=, ()0

ce qui donnera, en vertu de I'expression (183), pour la valeur
de F (a, b, c) relative au point en question

F(a, b, o) = 4[«Ka® + y*B¢ + (s + »Y)XZ] + Buh?,

c’est-d-dire précisément zéro, en vertu de I'équation de condi-
tion (178), a laquelle satisfait par hypothése la direction (a, b, c).
Et I'on peut remarquer, & ce sujet, que le cone tangent (179)
n’est autre chose que le cone asymptote de la surface indicatrice
correspondant au point considéré, obtenue d’aprés la régle du
§ 111, laquelle & la vérité perd dans le cas actuel ses propriétés
représentatives des rayons de courbure, en raison de la dispari-
tion du plan tangent, mais qui pourra étre facilement remplacée
pour cet objet de la facon que nous indiquerons tout & I’heure.
La formule (1) ne pouvant donc nous donner I'expression
cherchée du rayon de courbure, pas plus que les formules (3)
et (6), nous remonterons a la formule (0), qui a éié le point de
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départ de toute notre théorie, et nous appliquerons une fois de -
plus & cette équation les procédés.qui nous ont servi 4 en déduire
la formule (1). Différentiant donc de nouveau cette équation, il
est facile de voir que nous obtiendrons

Zd‘:x:+5( dx +—d_/ +—dz)d‘ .
x zy

2 2 2
+Pd 4 5(Lda: +?—dy+?—,dz)d’z
z 2r zy 2z
3
+ ((ida; +2dy -+ 2d2)) =0,
x y z

en employant, pour abréger I'écriture, une notation symbo-
lique, qui consiste & écrire entre deux doubles parenthéses les
ermes qui, aprés avoir été calculés et développés d'aprés les
régles habituelles, comme si chaque symbole représentait unc
quantité, devront étre pris ensuite avec l'acception différentiellc
dont nous sommes convenus en commencant notre travail. Si
nous divisons de méme maintenant tous les termes de cette
équation par ds®, afin d’avoir une équation en termes finis, et
1ue nous remplacions encore dans le résultat respecuvemenl

,—’par a b, ¢, etss "”’ ﬁﬁ,par cos A, & €08 1, l‘cos v,
nous obtiendrons semblablemem

?d‘x+9d’y g d’z
rde | yds | zds

5 2 2 0!
+ = (?—a+f—b+'—c)cosx
R | \a? xz

Ty
2 2 2
+(La i’b+?—c)cos,u
z y yz
2 2 t]
-+ (La +-?— b+ —?—’c) cos v]
X zy z
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Et, si nous appliquons maintenant ce résultat a I'équation
® (x,y, 2), =0, et au point double (X, 0, Z), pour lequel les
dérivées g, %: % sont nulles, d’aprés les équations (173), on

voit que nous tirerons simplement de I'équation précédente

—3 ! o o
R= . . ‘[x—'a+:-c—b+z—zc)cos)
((a¢+b—+c—)) y
(186) x y z// g0
2 2 ¢’ 2 q)i 2 N
+(—a +=b +—c)cos;x+(—a+—b+—,c)cos v] =—>
yr Yy yz o2y oz o D

en désignant, pour faciliter les transformations, par N et D les
deux termes du rapport qui exprime la valeur de R que nous
venons d’écrire, et qu'il s’agit maintenant de calculer.

A cet effet, pour obtenir d’abord le dénominateur D, il suffira,
de remplacer dans I'expression

d & oy \3 (I)K (b.’a q)l @I
((a-— +b- '+c—)) =¢13—5~-'-bs‘—s -!-()x—s + abc —
z x Y z zyz

(187)

3 5 3 5 3 3

+3b'c— + 5bc’i;+ 5c’a-?—+5ca’ —q)—,+ 3a’b—§- +3ab’? g,

yz yz zZ2°x zX Yy xy
les dérivées troisiémes de @ par leurs valeurs relatives au point
(X, Z,) lesquelles s’obtiendront sans difficulté en partant des
expressions (184) des dérivées secondes, qui donnent, en ayant
égard aux valeurs (171) et (169),
®*  dA

P
S=ot 83z - + 2% + 8o'x = 12%r,

et de méme pour les autres; de sorte que nous formerons sans
peine le tableau suivant

| o 2 al 2 ) i 2 2
F—‘-—-"d?d@', g,—z=2(p+‘y)z, -y—z;=2(ﬁ -I-‘)’)y,
° ° °
’7 =12p%, = 2(y* + o¥)x, i 29 + oY)z,

¢' : ] Q‘ : b ¢s (]
z—5=1272, ;’;=Q(a +p)y, ;y—"=2(¢ +p’)x,
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d’ot nous conclurons, en prenant ces valeurs pour le point
(X, 0, Z,) et les substituant dans I'égalité (187),

3
D= ((a<£ + b2 + cf)) =a’ 12X + ¢’ 1292
x Y

+ 5b’c.2(pi+‘yf)z+ 3c%.2(»* + o) X

+ 3ac’. 2 (v* 4+ a*)Z + 5ab*. 2 (* + BN X

(188). = 60X [22%" + (" + o) &* + (o + B b*)

+ 6cZ 26" + (B + 9) B + (0 + ) o']

= 6aX [o* (a” + b* + ¢) + o + B + o)

+ 6L [* (a* + b + ") + o'’ + B'b* + o c‘]

| =6 [(*Xa+9"Zc)(@*+b* + ¢*)+ (Xa-+Zc) (o'a" + B +'c%)].

Nous obtiendrons de méme la valeur de N, en substituant
dans le numérateur de P'expression (186) de R, & la place des
dérivées secondes de @, leurs valeurs pour le point (X, Z,) que
nous avons déja calculées (185), ce qui nous donnera semblable-
ment '
N=—5[§4a’x’.a+ 2 (o + a" ZX .lcfcosA

89).
(189) + By beos e + {2 (»* + o') ZX . a + 4" ccosy),

expression dans laquelle il ne reste plus qu'a remplacer les trois
cosinus du rayon de courbure par leurs valeurs en fonction
- de a, b, c. ‘ _

Pour obtenir immédiatement ces derniéres valeurs, il suffira
de connaitre les cosinus de la normale au plan de la section
considérée, c'est-a-dire du plan qui contient I'axe du céne et la
tangente (a, b, c¢). En désignant donc pour un instant par
l, m, n ces trois cosinus, ils vérifieront les deux relations

al +bm+cn=0, pl+qn=0,

d’ou, par conséquent,

l m n
= ’

gb pc—qa —pb
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et d’autre part le rayon de courbure cherché, étant perpendicu-
laire 4 la fois & la tangente (a, b, c) et & la normale a son plan
(I, my n), donnera lieu de méme aux deux relations

acosk +beosp + ceosy=0,

qb cos A + (pc — qa) cos p — pb cos v =0,
d’olt nous tirerons semblablement

cos A — sk 0 cosy
—pb'—c(pc—qa)  qbc + pba  a(pc— qu) — qb*

équations que I'on peut encore écrire

cos ) cosp cos v
a(pa+gc)—p(at+b*+c’) b(pa+qc) c(pa-+qc)—gq(a*+ b*+¢?)

Sous cette derniére forme, on voit qu'on simplifiera notablement
les écritures en introduisant, seulement pour faire le caleul,
I'angle ® formé au sommet du céne par la tangente (a, b, c)
avec I'axe du cone, et dont le cosinus a pour expression

(190) . . . . . . cosw=pa + qc.

Au moyen de cette derniére relation ainsi que de I'égalité
p? + ¢q*=1, les équations précédentes deviendront

€08 ) €os x« cos v
= =1

acose—p beose ccosw—gq

=+ Veos™ + cos’u + cos®y

V(@ cos @ — p)* + b® cos®w + (c cos © — q)°
£1
=\/(a’ + b + ¢%) cos’o — 2 (pa + gc) cosw + p* + ¢*
. +=1 +1 __:i:l

=1 = p— N
Vios'os —2costo +1 V1 —costw SIN®
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d’ou nous tirerons par conséquent les trois valeurs

@ cos © — b cos w €Cos w —
cosA=:l:,—p-»cosy.==:i: — ycosyv=1+ ____q
sin o sin sin ©

lesquelles, étant substituées dans I'expression obtenue précédem-
ment pour N (189), donneront pour cette quantité

N=:!:—o[i4¢'X’a + 2(* + oY) Zch (a cosw — p) + Byb*coso
sin @

+ {2 (* + o) ZX a + 4°Z%¢} (c cos 0 — q)]

= 3:.—5 [{42'X%a" + 4'2°%" + 4 (»* + of) XZac + Byb*} cosw
(2] M

—{4a™X%ap + by"Z'q 4 2(»* + o) ZX (cp + ag)} ],

c’est-d-dire simplement, en tenant compte de I'équation de condi-
tion (178) et mettant en évidence les facteurs déja rencontrés au
dénominateur D,

*+=3.2 . ’
N= o, [2:Kap + 2y*Zcq + (»* + ) ZX(cp + aq)]

(191).

=— [(Xp+Zq) (*Xa-+7"Zc) + (a*Xp+»*Zq) (Xa~+Zc).
@
Si maintenant nous voulons éliminer I'angle w, introduit seule-

ment pour faciliter le calcul, nous aurons en vertu de I'équation
de définition (190)

sin o=V"1 — cos'o = V/a* + b+ ¢ — (pa + go)*

et si nous remettons & présent cette derniére valeur dans I'ex-
pression précédente de N (191), puis que nous reportions la
valeur de N qui cn résulte, ainsi que la valeur (188) de D, dans
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I'expression (186) de R, nous aurons définitivement pour I'ex-
pression du rayon de courbure cherchée :

+ [(Xp + Zq) (2’Xa + v*Zc)+ («*Xp + »'Zq) (Xa + Zc)]

192)R= ,
¢ [(«*Xa+y*Zc)(a*+b*+¢)+(Xa+Zc) (e®a™+8%*+9%*) | V/b*+(qa—pc)

formule tout a fait analogue aux formules (3) ou (6) du § I,
et qui donne l'expression du rayon de courbure d'une section
plane quelconque passant par I'axe du céne tangent, et définie
par la direction de la tangente correspondante, c’est-a-dire par la
droite intersection de ce plan avec le cone tangent, de méme que
dans la formule (8) ou (6) la section normale était définie par la -
tangente ou l'intersection du plan considéré avec le plan tangent.

La formule précédente, de méme que la formule (6), se préte
trés aisément & une représentation géométrique fort simple des
rayons de courbure ‘des différentes sections planes; car, si nous
convenons de porter sur chaque tangente ou génératrice du cone
tangent, & partir du point considéré, une longueur précisément
égale a celle du rayon de courbure correspondant & -cette
tangente, les coordonnées de I'extrémité, rapportées au point
double comme origine, étant alors données par les valeurs

’ ’

x ! z
—=a, -—-=b, —==C,

R R R

toutes ces extrémités seront situées sur la surface dont on obtien-
dra I'équation en éliminant a, b, ¢ entre ces derniéres équations
et 'équation précédente (192), et qui sera la suivante, R dispa-
raissant par suite de la loi d’homogénéité, :

=+ [(Xp 4 Zg) («*Xa’ + ¥Z7) + («*Xp +92Lq) (X’ + 13')) .
[(@*X&+9127) (& y*+ 5 + (X2 + L) 222+ By + ¥ ) |V y *+ (gz'—p3')*

ou, ce qui est la méme chose, en désignant pour simplifier par H
et K les deux constantes

(193) . . . H=Xp + Zq, K=doXp+o'g,
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ou p et q sont les valeurs (182), et de plus, faisant disparaitre le
dénominateur et le radical de I'équation précédente,

[(*Xa’ +9127) (27* -+ y'* + 5%) + (X0'+ L7') (¥0* + By + ¥*5")]* [y + (qz' — p5')*]
—[H (@*Xe’ +9*Zs") + K (X&' + z2) ] =0;

et par conséquent cette surface du huitiéme ordre jouera par
rapport au cone tangent (179) le méme role que la surface indi-
catrice (38) par rapport au plan tangent pour les autres points,
c’est-a-dire que le rayon vecteur de la courbe d'intersection de
ces deux surfaces issu du sommet, sera pour chaque direction de
tangente, précisément égal au rayon de courbure correspondant
A cette tangente.

Une fois en possession de la formule (192), on pourrait,
comme nous I'avons fait pour les autres points, en déduire par
la méthode des maximum et des minimum, les directions corres-
pondantes aux sections principales dans le cas général, et con-
clure de 13 la loi de distribution des courbures des sections
planes autour de I'axe du cone tangent. Mais cette recherche
nous entrainerait beaucoup trop loin, et nous nous contenterons
en terminant cette note, de nous assurer de nouveau de I'exacti-
tude des résultats qui précédent, en vérifiant directement que la
formule (192) donne bien pour les deux directions (180), situées
dans le plan principal commun au cone et a la surface, les
deux valeurs que nous connaissons ¢ priori, 4 savoir 3 et
:—,,(4’ + 92 — BO)i.

Pour cela, ayant posé par analogie avec les notations (193)

h=Xa +Zc, k=aXa + 9»¥Zc,
nous écrirons I'expression (192) sous la forme

+ (Hk + Kh) .
k + h (a%a® + B%* + 22" |V b + (ga — pc)’
¢ .

" et notant toujours d’un accent les quantités relatives a la pre-




— 181 —

miére droite, et de deux celles relatives a la seconde, nous
aurons par définition et en vertu des équations (180)

K=Xa +2d =0, k'"=0aoXa" + %" =0,

ce qui nous donnera respectivement pour les deux rayons de
courbure, en nous servant de I'expression précédente de R, et
nous souvenant que b est nul pour ces deux droites,

R — + HK __xH
KV (qa — pcy qa’ — pc’
=+ Khr"” +=K

Rll

= X (a’a”’+ yicllﬂ) ‘/(qa/TPE[))’ = (alalli_._ y’c"’)(qa"—— pcu).
Or, si I'on se reporte aux valeurs (181) et que I’on ait égard
aux égalités (176), on voit de suite que I'on a

Z X H
qal_pct_q + P -,
g
— qZy?* — pXa? —K
ga'' —pc’ = i plx = »
ay V' +9—p  apVa + 9 — g
a’fy‘Z’ 4 ?,!abxs a:x! _'_,y! 2 a!,yl

agallQ + ')”0"’

. a’fy’(a’+'y’—ﬁ’)= a’+y’—@"=a’+«y’-— pa’

et, en reportant ces derniéres valeurs dans les deux valeurs
immeédiatement précédentes de R’ et de R", on obtient

1
R=kp R'=k_—(@+r'— Y%,

ce qui est bien le résultat auquel nous devions arriver.
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NOTE

L’EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE

DE LA

SECTION NORMALE D'UNE SURFACE

PAR

" M. le V** de SALVERT

PROFESSSUR A L'UNIVERSITE CATHOLIQUE DE LILLE.

On trouve dans tous les traités de calcul différentiel et intégral
I'expression du rayon de courbure de la section normale d'une
surface en un point quelconque; mais cette expression conte-
nant les dérivées partielles p, g, r, s, ¢ n'est susceptible d’une
application immédiate que lorsque I'équation de cette sur-
face ¢ (x, ¥, z) — O a été préalablement résolue par rapport i z.

S'il n’en est pas ainsi, il faudra, pour chaque cas particulier,
caleuler & I'aide du théoréme des fonctions implicites, les valeurs
des dérivées p, q, r, s, t, en fonction des dérivées

dy do dy &y d%% & dy Ay d
dz’ dy’ dz’ da* dy” dzt’ dydz’ dzdx dxdy,

et les substituer ensuite dans cette expression.

Mais si I'on effectue ces calculs et cette substitution d'une faon
générale, on obtiendra une formule trés-symétrique et qui a
I'avantage de se préter a tous les cas.



(2)

On peut aussi établir cette formule directement de la maniére
suivante :
~ Soient A, p, v, les angles que forme avec les axes une direction,
située dans le plan tangent au point (zx, y, z) en sorte que I'on ait:
§ d d
= c0s3 + —-cosp + - cosy =0,

dx dy dz

et proposons-nous d’évaluer le rayon de courbure de la section
normale qui contient cette direction.

Cette courbe est I'intersection de la surface donnée par un plan
passant par le point (x, ¥y, z), et contenant la direction (2, 1, v),
ainsi que la normale. Conséquemment si I'on désigne par X, Y, Z,
un quelconque de ses points, elle sera représentée dans I'espace
par les deux équations :

7 (X, Y, Z) == O,
de dp . ‘dy dy ) \
(A). (-(-l-;cos Yo cos,:.) (X—x)+ (E €08 ) — e cosy | (Y—y)

. + (g-:cosy—j—;cos}‘) (Z—z)=0,

et nous aurons I'équation de cette méme courbe dans son plan,
en projetant chacun de ses points sur la tangente au point (,y, z)
comme axe des x, et sur la normale comme axe des y, ce qui
nous donnera les deux équations suivantes :

x'=(X—ux)cosar + (Y— y) cosp + (Z— z) cosv,

X — o+ ) E—a) 2
V@ -G - @

() Le radical étant censé emporter avec lui le signe qui convient au seus de la normale
que mous avons adopté pour sens des y’ positifs, c’est-a-dire précisément le sens dans
lequel doit étre porté le rayon de courbure que nous nous proposons d’évaluer.

(B).

Y=




(3)

et éliminant ensuite X, Y, Z, entre les quatre équations qui pré-
cédent.

Supposons cette opération effectuée, le rayon de courbure sera
ensuite donné par la formule:

(dx* + dy'*)
R= de'dy — dy' Pz’

et I'on obtiendrait facilement la valeur des différentielles qui
figurent dans cette expression, en différentiant deux fois le sys-
téme des équations (A) et (B), la variable indépendante restant
arbitraire.

Mais nous n’avons besoin de connaitre ces valeurs que pour
le point considéré (x, y, z). Or pour ce point il résulte immé-
diatement du choix des axes, que I'on a,en appelant ds I'élément
de courbe :

(dx')y=ds, (dy)=0,

et par conséquent le rayon de courbure en ce point aura pour
expression :

©. (d=')s = ds?

_(dx "(d’y ')o (dy), )o

Tout ce réduit donc a calculer (d2y'),.

Pour cela, il suffit de différentier seulement la prcmlere des
équatidns (A) et la seconde des équations (B). On obtient ainsi
par une premiére différentiation :

dy dp do
ﬁdx deY-o——d—de-—O

g-:;dx +%dY -+ gfdz
dy'= Yy z

MEEE)
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puis par une seconde différentiation :

d* d* d’e )

l d T+ ( d‘(’ ax + d)ulY Y + dXdZ dz

d .o d*s s ) )

(D). { + aY (de\dx T dY L dz) Y

L % & & )

+ 9t (dZdX X+ gy Y+ gz 92| dz=0,
s b rx o d” d’Y %y
. dz dz
(B . . . /d =

Ve (”’?)' (&
dr) T \ay) T \dz
Mais nous devons prendre ces différentes valeurs pour le
point (x, y, z) pour lequel on a

(dX)o=dscos1, (dY)o=dscosy, (dZ)o=dscosy.

La substitution de ces valeurs dans I'équation (D) donne le
résultat suivant :

a &
(d“X)., ds( id €02 + — cosy+—?-cosv)cosl

dx? dxdy . dxdz
dyp d* d'? d* '
+T(d’Y)., dst(a_d.cosx + dy’ cosy.+d 1 cos::)cos,u

d* & d% )
d (d’Z)., + ds? (‘—i—d- €os ) —+ dz:y cos i -+ P cos v ) cosy =0,

ou, en développant et ordonnant :

d? ?
d'p d*p d*p ap d'p d*p ]
— ds? | — cos?i+— cos? -2 €087+2 ——C052C08)-+2 ——— cosacosu |.
ds’ [d.r* cos' A+d - €08 /-H—dz cos®y+- dyds COSKLCOSY Y y



@)y

R=—

(%)

Par ailleurs on aura pour le méme point en vertu de I'équa-
tion (E) :
2 (d*X)e + d—” (d*Y)o + ﬁ (d*ZLY

dx d dz
@y’ )o= J ’

V- @

ou, en substituant au numérateur sa valeur tirée de I'équation
précédente :

d2p o d* d *

a2 P P - dig dp ]
ds? | ——C08?) - wwsCOST L - —— OS2y 2 —— 5y-+2 ~—— COSYCOSA-+-2 €0SACOS
[M’ 8% 2~ dy' S dz,cos v+ dydzoosuco 7" P da:d_«/ ~

YEE-EE
(dz) (dy \dz,
et par conséquent en reportant cette valeur dans I'équation (C),

le rayon de courbure cherché aura définitivement pour expres-
sion :

V() - @+ @)

dip dip dte dip d*p
—— €Os* -+ — Cos’u+ -—_ COS*y—-+2 —— cospcosy-+2
dz* dyt s dyds SHCOSy dzdz

a’y

2 cos cosi+2 dady €0SACosk

Drailleurs la valeur de R étant de sa nature essentiellement
positive, il faudra, dans ce résultat, prendre le radical du numé-
rateur avec un signe contraire & celui du dénominateur; mais
comme le signe du radical est supposé déterminé antérieurement
par le sens de la normale que I'on a considéré, cela revient a dire
que le rayon de courbure sera dirigé suivant le sens de la nor-
male, pour lequel le radical est d'un signe contraire a celui du
dénominateur de I'expression ci-dessus.
























